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 Modelado tridimensional de estructuras anatómicas heterogéneas
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+��\��]]�!� 40406,. �� ��]��. mı́nχ ‖ ∇χ−−→
V ‖. [
	�][��� �	 �
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∆χ̃ = ∇ � V +403;,

O[�[ ����	��� 	[ �]�[]�!� �� O������. 	[ ���]�!� ����][���� ��\� ��
������[��� �� �	

��
[]�� 5C0 O��
���. �� ��\� �	���� �	 ��
[]�� �� ���]����� ��\�� �	 ]�[	 ���]�����[�
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����� O �� � 
����� � �� 
���� �� �������]�[. �� ������ �\�����

��[ ���]�!� f : R3 → R ��� [
����
� 	�� 
����� pi �� O. 	� ]�[	 �� 
���� ��[	��[�


���
��[��� 	[ ��
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����� �� �[��� pi. [
����
[�� 
�� ��[ ���]�!� �" ����� �[�� 
�� 	[ ��������� �]�[]�!�<

E =
n∑

i=1

‖ f(pi)− fi ‖2 +4042,

D��� 		��[ [	 ��������� 
��\	�
[ �� 
���
[	��[]�!�<

mı́n
f∈

∏d
m

n∑
i=1

‖ f(pi)− fi ‖2 +4043,
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 �� � ��
��������0

O�� ���

	�. �� 
����� ��[� ]�[�����]�� �� ���� ��
��������= 
�� 	� �[���. d = 3 �

m = 2. � �����]�� f(x) �� 
���� ��]��\�� ��	 
���<

f(x) = b(x)Tc +4044,

C���� b(x) = [b1(x), b2(x), ..., bk(x)]
T
�� �	 ��]��� �� \[�� 
�	���
�[	 � c = [c1, c2, ..., ck]

T

�� �	 ��]��� �� 	�� ]��%]������ ���]���]���� ��� �� ����[ 
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����� �� b(x) � L ����� �[�[ 
�� 	[ �!�
�	[ k = (d+m)!
m!d!
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���� 
���
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∂c2

, . . . ∂
∂ck
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∂E
∂c1

= 0 :
∑n

i=1 2b1(pi)
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b(pi)

Tc− fi
]
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∂E
∂c2
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[
b(pi)

Tc− fi
]
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∂E
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i=1 2bk(pi)
[
b(pi)

Tc− fi
]
= 0

D��� �� 
���� ��]��\�� �� ���
[ �� 
[���� �� 	[ ��������� 
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n∑

i=1

[
b(pi)b(pi)

Tc− b(pi)fi
]
= 0
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�� 	[ ]����[��� � 	[ �����[���[]�!� �� 	�� ���
����. ���� �[<

n∑
i=1

[
b(pi)b(pi)

Tc
]
=

n∑
i=1

[b(pi)fi]

P�� �� 
���� ����	��� ]�
�<

c =

∑n
i=1 b(pi)fi∑n

i=1 b(pi)b(pi)
T

+4045,

R� 	[ 
[���� ]�[��[�[ A =
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i=1 b(pi)b(pi)
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�� �� �����	[�. �� ��]��. det(A) �= 0. 	[

�������]�!� �� 4045 �� 4044 
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��]���[ 	[ ���]�!� �� [����� �0

57



37

Modelado tridimensional de estructuras anatómicas heterogéneas

�	 
��\	�
[0 D	 ������� 
�� ����]�� �� ]�
���[� ]�� ��[ ]�[���]�	[ 5C ����	[�0 R��

�
\[���. ��[ �����]���[ �[� ������
� ����	�[ 
�]� 
��]��][ 
[�[ 	[ ��]������]]�!�

���[		[�[. �[ ��� 	[ ����	�]�!� ��	 ��
[]�� �� ]"\�][. 
�����[� ��� �	 �"
��� ��

�������	�� �� ��
��%]�� ]��]� �� ���
[ ]�[�����][0 @������[�[
����. ��	� �� ��]��[��[

��[ ��
������[]�!� 
��]��[ �� 	[ ���]�!� �

	�]��[ ]��][ �� 	[ ��
��%]�� ��]��������[0

D��� 
����[ �	 ��� �� �� ��\�	 �]���� [�[
�[���� +��\��]]�!� @0604, �[��� 
[�[

��
������[� 	[ ���]�!� �

	�]��[ ]�
� 
[�[ ����	��� �	 �����
[ �� O������ +J[���[�

�� J	$. 4228,. ����� ][�[ ��[ �� 	[� ���[� [	
[]��[ 	�� �[	���� �� χ �� ����������


����� [ ��[��� �� 	[ ��
��%]�� ��]��������[0

E��[	
����. �� ����[� 	[ ��
��%]�� ∂Ω �� 	[ ���]�!� χ ���	��[��� �	 [	�����
� ��

L[�]���� B�\�� +��\��]]�!� 40503,0 O[�[ ���� �� ��]��[��� ��	�]]���[� �� ����[	�� �

	���� ����[�� 	[ �����
��%]�� ]�����
�������� �� 	[ ���]�!� ����][����0

D	 [	�����
� �� O������ ��� [

	�[�� �� �	 ��[\[�� �� J[���[� � G�

� +4235, 
���[���

	[ ��]��
��[]�!� �� 
���� [ 	�� 
����� [����[��� 
[�[ 	[ �����
�	[]�!�0 K[ �������!� ��


���� �����
���[� ]�
� ��[ �����[	��[]�!� ��	 
[�]� 
[��
���]� ��\�[]���� [ ��[

�]�[]�!� �� O������ 
����]�[�[0

������ !�����	02��
 ��� 	�
�	�� 2�0��0���

D	 ���
��� 
���
�� L�J��J��� ���]��\� ��[ ��]��][ 
�
�	[� 
[�[ ����	��� �����
[� ��

�]�[]����� ��
�]�%]�� ��\�������
��[��� � ����[]���0 D� 	��[� �� ����	��� 	[� �]�[]�����

��[]�[
����. �� ][	]�	[ ��[ 
���
[	��[]�!� �� 	[ ��
[ �� 	�� ]�[��[��� �� 	�� ��������0

D��[ ��\��]]�!� �� ����][�� �� 	[� [
����
[]����� �� 
���
�� ]�[��[��� 
[�[ �	 [�����

�� ��
��%]��� �� R3
0

C[�� �� ]������� �� 
����� O �� � 
����� � �� 
���� �� �������]�[. �� ������ �\�����

��[ ���]�!� f : R3 → R ��� [
����
� 	�� 
����� pi �� O. 	� ]�[	 �� 
���� ��[	��[�


���
��[��� 	[ ��
[ �� 	�� ]�[��[��� �� 	�� ��������0 D	 ����� ���[	 4 �� ����� 	��


����� �� �[��� pi. [
����
[�� 
�� ��[ ���]�!� �" ����� �[�� 
�� 	[ ��������� �]�[]�!�<

E =
n∑

i=1

‖ f(pi)− fi ‖2 +4042,

D��� 		��[ [	 ��������� 
��\	�
[ �� 
���
[	��[]�!�<

mı́n
f∈

∏d
m

n∑
i=1

‖ f(pi)− fi ‖2 +4043,

56

C���� � �� ��
[ ��	 ��
[]�� �� 
�	���
���

∏d
m �� ��[�� ���[	 
 �� � ��
��������0

O�� ���

	�. �� 
����� ��[� ]�[�����]�� �� ���� ��
��������= 
�� 	� �[���. d = 3 �

m = 2. � �����]�� f(x) �� 
���� ��]��\�� ��	 
���<

f(x) = b(x)Tc +4044,

C���� b(x) = [b1(x), b2(x), ..., bk(x)]
T
�� �	 ��]��� �� \[�� 
�	���
�[	 � c = [c1, c2, ..., ck]

T

�� �	 ��]��� �� 	�� ]��%]������ ���]���]���� ��� �� ����[ 
���
��[� �� 	[ �]�[]�!� 40430

D� �����[	. 	[ ][����[� �� �	�
����� �� b(x) � L ����� �[�[ 
�� 	[ �!�
�	[ k = (d+m)!
m!d!

0

K[ �]�[]�!� 4043 �� 
���� 
���
��[� ���[\	�]����� ���[� 	[� �����[�[� 
[�]�[	�� ��

]���. �� ��]��. ∇E = 0. ]�� ∇ =
[

∂
∂c1

, ∂
∂c2

, . . . ∂
∂ck

]
0 S�
[��� 	[� �����[�[� 
[�]�[	��

]�� ���
�]�� [ 	�� ]��%]������ ���]���]���� c1, c2, ..., ck. �� �\����� �� �����
[ 	���[	 ��

�]�[]����� [ 
[���� ��	 ]�[	 �� 
���� ][	]�	[� L<

∂E
∂c1

= 0 :
∑n

i=1 2b1(pi)
[
b(pi)

Tc− fi
]
= 0

∂E
∂c2

= 0 :
∑n

i=1 2b2(pi)
[
b(pi)

Tc− fi
]
= 0

0

0

0

∂E
∂ck

= 0 :
∑n

i=1 2bk(pi)
[
b(pi)

Tc− fi
]
= 0

D��� �� 
���� ��]��\�� �� ���
[ �� 
[���� �� 	[ ��������� 
[���[<

2
n∑

i=1

[
b(pi)b(pi)

Tc− b(pi)fi
]
= 0

B�[��� �� ������ 
�� 	[ ]����[��� � 	[ �����[���[]�!� �� 	�� ���
����. ���� �[<

n∑
i=1

[
b(pi)b(pi)

Tc
]
=

n∑
i=1

[b(pi)fi]

P�� �� 
���� ����	��� ]�
�<

c =

∑n
i=1 b(pi)fi∑n

i=1 b(pi)b(pi)
T

+4045,

R� 	[ 
[���� ]�[��[�[ A =
∑n

i=1 b(pi)b(pi)
T
�� �� �����	[�. �� ��]��. det(A) �= 0. 	[

�������]�!� �� 4045 �� 4044 
��
��]���[ 	[ ���]�!� �� [����� �0

57



38

Miller Gómez Mora

O�� ���

	�. �� �� ������ [����[� �� 
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����� ����[
����0

K[ 
[����[ �� 	[� ���]����� �� ����[�]�[ ]�� 
��� ��	� �
��[� ������ �� �� ]�����

�[��� ����� �	 ]����� �� 	[ [
����
[]�!� J. �[ ��� 	�� 
����� 
�� 	��[��� ������� ��[

��&���]�[ 
�� ]��][�[ [ ]��� �� 	[ ���]�!� � ����	�[���0 @	 	�
��[� 	[ ��&���]�[ ��

���[� ���]�����. ��	� �� ��\� ��[	�[� ��[ 
[��� ��	 ]������� �� 
�����. 	� ��� �[ ]�
�

����	�[�� �� ]�	]�	� ���[	
���� 	�][	 �. 
�� 	� �[���. 
�� ��
���0

���� � $���	02��
 �� �0 
��	0� 	���0
�� +"!
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	�][ �� 
��]���
����� 
[��
���]�

��� ��[�����
[ �� �"
��� �� �[��[\	�� +
���\	�
����, ]����	[]���[�[� �� �� �"
���

58

+
�� 
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��
�� ]�

������ 
���]�
[	 ��
������[ 	[ 
[��� ][����[� �� �[��[\�	��[� �� 	�� �[���

]�
� ��[ 
���\	�. � ][�[ ]�

������ ��]����� ��
������[ 	[ 
[��� �[��[\�	��[� ����[���

+R
���. 4224,0

D� ���
���� ]�

��[]���[	��. 	�� ]�

������� 
���]�
[	�� �� ��]�����[� 
���[��� �	

]�	]�	� �� 	�� ��]����� 
��
��� � 	�� �[	���� 
��
��� �� 	[ 
[���� �� ]��[��[��[ �� 	��

�[���0 D��� 
��]��� �� �����[	���� [ ��]����[� �	 �����
[ �� ���� �� �	 ��� 	[ 
[���� ��

]��[��[��[ �� ��[���[	0 D	 ��]��� 
��
�� ]�� �	 �[	�� 
��
�� 
�� ��[��� �� 	[ ����]]�!�

�� 
[��� �[��[]�!�. ������� 
�� 	[ ����]]�!� +�������[	, ]�� 	[ ��������� �[��[]�!� 
��

[	�[. � [�� ��]����[
����0

R�[ @ ��[ 
[���� n× n0 K�� �[	���� 
��
��� �� @ �� ��%��� ]�
� 	[� �[�]�� ��<

determinante(A− λI) = |j(A− λI)| = 0

C���� H �� 	[ 
[���� �� �������[� n×n0 D��[ �]�[]�!� �� 		[
[ �L�JL��� LJ�JL�������LJ

+� 
�	���
�� LJ�JL�������L�, � ����� � �[�]��0

R�[ λ �� �[	�� 
��
�� �� @0 D����]�� ������ �� ��]��� x �[	 ��� Ax = λx0 D	 ��]��� x

�� ����
��[ ��L��� 
��
�� �� @ [��]�[�� ]�� �	 �[	�� 
��
�� λ0

O[�[ ��]����[� ��[ ��	�]�!� ��
���][ 
[�[ x �� ��]����[ ���[\	�]�� ��� �� ��� �	�
�����

[ �� �[	�� [�\���[��� +
�� ���

	�. 3,. ��� �[ �� ]������� �� �]�[]����� ��
�	����[�


[�[ ����	��� 	�� ����� �	�
�����0 R� �� �[� ��	�]�!�. �� ��
��� �	 
��]��� ]�� ����

�	�
����0 O�� 	� �����[	. �� ���
[	��[� 	�� �[	���� %�[	�� 
[�[ ��� x ����[ ��[ 	�������.

�� ��]��<

x · xT = 1

D� ���� ][��. �� ���� ��[�[��� ]�� �[��� �� 5C. 	� ��� �[ ��[ 
[���� �� n×3 �� x0 D���

����	�[ �� ��[ 
[���� �� ]��[��[��[ �� 3 × 3. ]�
� An×3 × A3×n �[ ��[ 
[���� A3×3

�� �[
[ � 3× 30 O�� 	� �[���. �[�[ ��[ 
[���� A3×3 ]�� ��]����� 
��
��� x1, x2, x3 �

�[	���� 
��
��� λ1, λ2, λ3. �� ����� ���<

Ax1 = λ1x1

Ax2 = λ2x2

Ax3 = λ3x3
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39

Modelado tridimensional de estructuras anatómicas heterogéneas

O�� ���

	�. �� �� ������ [����[� �� 
�	���
�� ]�[�����]� � \��[��[�� �� ���

��
��������. �� ��]��. d = 2 � m = 2 � b(x) = [1, x, y, x2, xy, y2]. �����]�� �	 �����
[ ��

�]�[]����� 	���[	�� ����	�[��� �� �� �� 	[ ��������� 
[���[<

n∑
i=1




1 xi yi x2
i xiyi y2i

xi x2
i xiyi x3

i x2
i yi xiy

2
i

yi xiyi y2i x2
i yi xiy

2
i y3i

x2
i x3

i x2
i yi x4

i x3
i yi x2

i y
2
i

xiyi x2
i yi xiy

2
i x3

i yi x2
i y

2
i xiy

3
i

y2i xiy
2
i y3i x2

i y
2
i xiy

3
i y4i







c1

c2

c3

c4

c5

c6




=
n∑

i=1




1

xi

yi

x2
i

xiyi

y2i




fi

B�[��� �� ���	��[ ���� �������. ][�[ 
���� ����� �� �[]��� �� 
��� ���[	 � ]����[���=


�� 	� �[���. ����� 	�� 
����� ������ 	[ 
��
[ ��&���]�[ �� 	[ ���]�!� � ����	�[���.

��]	��� �� ����� 
�� 	���� ��	 ]����� �� [
����
[]�!�0 O[�[ [	���[� [
	�][]����� ��

������ ��� 	[� ���]����� � ��� ��[ [
����
[]�!� 	�][	 �� 	�� 
����� pi. 	� ��� �����%][

��� 	�� 
����� ]��][��� [	 ]����� �� [
����
[]�!� ��\���[� ����� 
�� ��&���]�[ �� 	[

���]�!� � ����	�[��� ��� 	�� 
����� 	��[���0 D��[ �������!� �� 		[
[ 
���
�� L�J��J���


�����J���. �� ]��[ ���
�	[]�!� �	 ����� ���]���[	 4 [���[ ]������� �� �[]��� ��


�����[]�!�0 K[ 
���
[	��[]�!� ����� 	[ ��������� ���
[<

mı́n
f∈

∏d
m

n∑
i=1

θ(‖ a− pi ‖) ‖ f(pi)− fi ‖2 +4046,

C���� θ : R3 → R [����[ �� 
��� [ ][�[ 
���� pi. ]�� \[�� �� �� ���]�!� �� ����[�]�[

��]	���[�[ ����� �	 ]����� �� [
����
[]�!� J. ��� �� �����[	
���� ��� �� 	�� 
����� ��

?0 D��� 
��\	�
[ �� 
���
[	��[]�!� �� 
���� ����	��� �� ���
[ [��	��[ [ 	�� 
���
��

]�[��[���. 
�� 	� ��� �� �� ��
����� ����[
����0

K[ 
[����[ �� 	[� ���]����� �� ����[�]�[ ]�� 
��� ��	� �
��[� ������ �� �� ]�����

�[��� ����� �	 ]����� �� 	[ [
����
[]�!� J. �[ ��� 	�� 
����� 
�� 	��[��� ������� ��[

��&���]�[ 
�� ]��][�[ [ ]��� �� 	[ ���]�!� � ����	�[���0 @	 	�
��[� 	[ ��&���]�[ ��

���[� ���]�����. ��	� �� ��\� ��[	�[� ��[ 
[��� ��	 ]������� �� 
�����. 	� ��� �[ ]�
�

����	�[�� �� ]�	]�	� ���[	
���� 	�][	 �. 
�� 	� �[���. 
�� ��
���0

���� � $���	02��
 �� �0 
��	0� 	���0
�� +"!

D	 [��	���� �� ]�

������� 
���]�
[	�� +OB@, �
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��]���
����� 
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���]�
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[ �� �"
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������[ 	[ 
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+R
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D� ���
���� ]�

��[]���[	��. 	�� ]�

������� 
���]�
[	�� �� ��]�����[� 
���[��� �	

]�	]�	� �� 	�� ��]����� 
��
��� � 	�� �[	���� 
��
��� �� 	[ 
[���� �� ]��[��[��[ �� 	��

�[���0 D��� 
��]��� �� �����[	���� [ ��]����[� �	 �����
[ �� ���� �� �	 ��� 	[ 
[���� ��

]��[��[��[ �� ��[���[	0 D	 ��]��� 
��
�� ]�� �	 �[	�� 
��
�� 
�� ��[��� �� 	[ ����]]�!�

�� 
[��� �[��[]�!�. ������� 
�� 	[ ����]]�!� +�������[	, ]�� 	[ ��������� �[��[]�!� 
��

[	�[. � [�� ��]����[
����0

R�[ @ ��[ 
[���� n× n0 K�� �[	���� 
��
��� �� @ �� ��%��� ]�
� 	[� �[�]�� ��<

determinante(A− λI) = |j(A− λI)| = 0

C���� H �� 	[ 
[���� �� �������[� n×n0 D��[ �]�[]�!� �� 		[
[ �L�JL��� LJ�JL�������LJ

+� 
�	���
�� LJ�JL�������L�, � ����� � �[�]��0

R�[ λ �� �[	�� 
��
�� �� @0 D����]�� ������ �� ��]��� x �[	 ��� Ax = λx0 D	 ��]��� x

�� ����
��[ ��L��� 
��
�� �� @ [��]�[�� ]�� �	 �[	�� 
��
�� λ0

O[�[ ��]����[� ��[ ��	�]�!� ��
���][ 
[�[ x �� ��]����[ ���[\	�]�� ��� �� ��� �	�
�����

[ �� �[	�� [�\���[��� +
�� ���

	�. 3,. ��� �[ �� ]������� �� �]�[]����� ��
�	����[�


[�[ ����	��� 	�� ����� �	�
�����0 R� �� �[� ��	�]�!�. �� ��
��� �	 
��]��� ]�� ����

�	�
����0 O�� 	� �����[	. �� ���
[	��[� 	�� �[	���� %�[	�� 
[�[ ��� x ����[ ��[ 	�������.

�� ��]��<

x · xT = 1

D� ���� ][��. �� ���� ��[�[��� ]�� �[��� �� 5C. 	� ��� �[ ��[ 
[���� �� n×3 �� x0 D���

����	�[ �� ��[ 
[���� �� ]��[��[��[ �� 3 × 3. ]�
� An×3 × A3×n �[ ��[ 
[���� A3×3

�� �[
[ � 3× 30 O�� 	� �[���. �[�[ ��[ 
[���� A3×3 ]�� ��]����� 
��
��� x1, x2, x3 �

�[	���� 
��
��� λ1, λ2, λ3. �� ����� ���<

Ax1 = λ1x1

Ax2 = λ2x2

Ax3 = λ3x3
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	[ �����[]�!� �� ��[ 
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��%]�� ��[��� �	 [	�����
� L[�]���� B�\�� +LB,

+K������� � B	���. 3;:9, +��\��]]�!� 40503,. �	 ]�[	 ���	��[ �� ����[	�� 
[�[ ����[��

� ��������[� ��[ �����
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������[]�!� ���
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[���� �� 	[� ��]������]]����� 
[�[
����][� +��\��]]�!� 40504,. 	[� ��]������]]����� ]��

\[�� �� ���
����[ ]�

��[]���[	 +��\��]]�!� 40505, � 	[� ��]������]]����� �

	�]��[�

+��\��]]�!� 40506,0

������ *0�2��
� "�1��

D	 
���]�
�� ������ ��	 [	�����
� LB �� ��\������� �	 ��
[]�� �� ��[ ����� �� 
���� ��

]�\�� ]���]���� ]�
� �!��	�� +%���[ 40:,0 B[�[ 
���� �� 	[ 
[		[ �� �� �����]� �� 	[

������[ �� �� ]�\�. � ����� �		�� ����� ��%����� 
�� �	 
[		[�� ��	 ��	�
��0 B�
� ][�[

��� �� 	�� �]�� �����]�� �� �� ]�\� 
���� 
[�][��� � ��. ������� 478 (28) ]�
\��[]�����


���\	�� ��	 ���[�� �� 	[ ������[0 D��[� ]�
\��[]����� �� ��

	�%][� [ 37 �������� ��

]����[ 	[� ]�	�[� ��� �� ��
	�][� �� 	[� ���������� ]����]�����<

@	 ���[� �� ]�[	����� ��[�� ��\�� ]�[	�����[ �� 	�� ���� ���� 
���]�
[	��0

@	 ��&��[� 	[ ���
[ �� ]�[	�����[ �� 	�� ���� ���� 
���]�
[	��0

@	 �������� �	 ���[�� �� ���[� 	[� ������[� � ��	��[� 	[� ���
[	�� �� 	�� 
�	������

��	[]���[���0

D	 [	�����
� [�[��[ [ ��[��� �� ][�[ ��� �� 	�� ]�\�� 
�����[� 
���\[ 	�� 
����� ��

������[ � ���

	[�[ �	 ]�\� ]�� �� ]������� [
��
�[�� �� 
�	������0 B[�[ �����]� �

][�[ [����[ ��	 ]�\� +%���[ 40:[, �� �����[� �� �[\	[� [ 	[� ��� []]��� �	 [	�����
� LB


[�[ \��][� � �����
��[� ��� [����[� ��	 �!��	 �� ]���[� ]�� 	[ �����
��%]��. 
[�[ [��

5:


���� ]��[� 
[�]��� ���[���	[��� ��� ������� �	 ]�\� �� ���������� �������� ��� �����

������ �� 	[ �����
��%]�� � 
�� ����[ �� �		[ +%���[ 40:\,0 @	 ]���]�[� 	�� 
[�]���

�� ����� 	�� �!��	�� �� �	 	�
��� �� 	[ �����
��%]��. �� �\����� ��[ ��
������[]�!� ��

��
��%]�� ��� �� [
����
[ [ 	[ ��� ���]��\� �	 ]������� �� �[��� ��	�
����]��0

 E! 5� G�F� F���G� �� ��E	E ����� � ���� ���	E��

��� . �����G�� � '( E����E�

 F! >E�G�� ���E
���E� 
�� ������ �� ����� �


�����
�� 
�� ����
 ��
��� �� �E ���������G�� �

�E� 
�� ����
 ��� ����E

E����[ 40:< @	�����
� L[�]���� B�\��

K[ %���[ 40:[ 
�����[ �	 ����� �� �����[]�!� �� 	[� [����[� Ai � 	�� �����]�� Vi. 
�����[�

��� 	[ %���[ 40:\ ]�����
���� [ �� ][�� �� �	 ��� �	 �����]� V3 ���� 
�� ��\[�� ��	 �[	��

�� �����
��%]�� � ���[ "	��
[ ]���[ 	[� [����[� A2. A3 � A110 K[ 
���]�!� ��[]�[ �� 	��

�����]�� ��	 
[�]�� ���[���	[�. �� ]�	�� [��	 ��]���. ��
���� �� 	[ ��	[]�!� ��	 �[	�� ��

	[ �����
��%]�� � �� 	�� �[	���� �� 	�� �����]�� 5/4. 5/2 � 5/9. ���
�]���[
����0 K[ &�]�[

����� ����][ �	 ��]��� ���
[	 [ 	[ ��
��%]�� ��	 �������	� �����[��0
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Modelado tridimensional de estructuras anatómicas heterogéneas
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Miller Gómez Mora
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+5032,

F ��\� ��� 
���
�. �� ��]��. ][�[ ��
����!� �� F ��
������[ ��[ ����!� "��][ ��		��[

��	 
[����[	 ]�����
�������� [ ��]�[ ��
����!�0 K[ �������[ �� 
[����[	 � �� [����[ [

�� 
���� p ∈ R3
�� +� ��	� ��, fi(p) > fj(p), ∀i �= j0 @��
��. �� p 
������]� [	 ��������

�� Ωi. �� ������ j( �= i) �[	 ��� fi(p) = fj(p). 	� ��� ���[���[ ��� �	 ]�

������ ��][	[�

��\� ����� �� 
���
� "��]� �� �	 �������� �� �� ����!�0

B�� \[�� �� �	 E58 �� ���[���[ �	 E52 χ(F ). ]���� �	�
����� ]�������� �[	����

��]����[	��<

χ(F ) = [χ1(F ), χ2(F ), ..., χn(F )] +5033,

B[�[ ���]�!� ����][���� ������ �� χi(F ) ����� �� �[	�� �� 3 � 20 O�� 	� �[���. 	[� ��������

Ωi (i = 1, ..., n) �� 
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��
������[ 
���[��� [0, 0, 0, 0]0

K[ �����
[]�!� �� 
[����[	 �� ��
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��[]����� �����
��[ 	[ ]��%���[]�!� %�[	 ��	 
���	�

����	�[���= 
�� ���

	�. 	[ ����!� ��� �� 
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Modelado tridimensional de estructuras anatómicas heterogéneas
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��� �� 53B" 	� ]�[	 ��

�[]� ��
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����

���]��\�� 
���� ]�� �� ��]��� �� ���]����� �
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{[1, 0, 0, 0], [0, 1, 0, 0], [0, 0, 1, 0], [0, 0, 0, 1]}. ]�����
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Modelado tridimensional de estructuras anatómicas heterogéneas
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Modelado tridimensional de estructuras anatómicas heterogéneas


�����0 C[�� x, y ∈ X. ����� G �� �� ��
[]�� ��
�	!��]�. �� ��]� ��� � � � 
�����

��
J�J��� 
�� ��L���J���� �� ������ �� ��]���[��� D �� �" � �� ��]���[��� E �� � �[	

��� (U
⋂
V ) = ∅0

T� ��
��
��%�
� �� �� ���
��%�
� ��
�]�[	 ����� ��
[]��� ��
�	!��]�� ��� ���
��[

	[� 
��
���[��� ��
�	!��][�0 C�� ��
[]��� ��
��
!�%]�� ��� ������]�� ����� �� 
����

�� ����[ ��
�	!��]�0 T�� 
���� ��� �� ��
��
��%�
� ����� ��� ��
[]��� ]�
� ��

�����[
����� � ]�
\��[]�!� ]������� �� �� ��
[]�� �� �	 ����0 O�� ���

	�. �� ]�[��[��

� �� ]��]�	� ��� ��
��
!�%]��0 H�������[
����. �� ��
��
��%�
� 
[
�[ 
����� ��

�	 
��
�� ��
[]�� ��� ����� 
�� ]��][ �� 
����� �� �	 ������� ��
[]��. � ��]�����[0

+��
�8��
 $� T�[ ���]�!� � ����� ��� ��
[]��� ��
�	!��]�� G � H �� 		[
[

��
��
��%�
� �� ����� 	[� ���������� 
��
���[���<

f �� ��[ \���]]�!�

f �� ]�������

f−1
�� ]�������

O�� ���

	�. �	 ������[	� [\����� +/3. 3, �� ��
��
���� [ 	�� �"
���� ��[	�� R0

+��
�8��
 %� T� ��
[]�� ��
�	!��]� G �� ����
��[ ��
JL�� �� 7J������ �� ��� 
�����

��������� �� G �� 
����� ��
[�[� 
�� ��]���[����0

!����� /0����0�

A����[�� Q��
[�� ��� �	 
��
�� 
[��
���]� ��� �������! �����
���][
���� 	[ ��]�!�

�� ��
��%]�� [ 	�� �\����� �� 
[����� ��
��������. [ 	�� ��� 		[
! <J�����J	�������0

C� ���� ���
��� 
��]��� �	 ���	�� 
J����	�0 Q��
[�� ����]� ��[ ���]��
]�!� ��������[

�� �[����[�. ]�������[��� ��[ �[����[� �� ��
����!� � ]�
� �� [
�	[
����� ]�������

�� �[����[��� �� ��
����!� �/30

H�������[
����. ��[ �[����[� �� �� ��
[]�� ��
�	!��]� ��� �� 	�][	
���� ��]	���[��0

K�][	
����. ����� ��
[]��� �� ��� �[	 ]�
� 	�� ���]��\� 	[ ���
����[ ��]	���[�[. 
���


����� ����� ��[ �����]���[ 
�� ]�

	�][�[ ]�[��� �� ��� ]�
� �� ����0 T� ���

	�

�� ���� �� 	[ ��
��%]�� �� 	[ �����[0 O[�[ ��[ 
�����[ �� 
�� �� 	[ ��
��%]�� 
[��]� 
	[�[.


��� ]�[��� �� �� ����� �	 ��
[]��. �� �� ������][0 R� 
���� ]�������� ��[ �[����[� [	


��[� ��
[]��� ��]	���[��� ��
[�[��� ����� ��0 O�� ���

	�. �� 
���� ]�������� �� 
[
[


����[	 
��[��� 
�]��� 
[
[� �� �������� 	�][	��0

32:

+��
�8��
 &� T�[ �J����J�. �� 
[��
���][. �� �	 �\���� ���
����]� ������[� ���

�����[	��[ 	[ ��]�!� ��������[ �� ]���[ +3/�[����[�, � �� ��
��%]�� +4/�[����[�, [

]�[	����� ��
����!� � ��\�� ]���
�� ��������0 R� 
���� ��]�� ��� ��[ �[����[� ��

��
����!� � +�/�[����[�, �� �� ��
[]�� ��
�	!��]� �� G[�����$ �� �	 ��� ][�[


���� ����� �� ��]���[��� ��
��
���� [ ��[ �/\�	[ ��]	���[�[ [\����[0 T� 
����

x = (x1, x2, ..., xn) ���� ������ �� ��[ �#K�	J ��L	���J�J �� � ��	� ��<

Bn = {(x1, x2, ..., xn)|x2
1 + x2

2 + ...+ x2
n < 1} +@03,

S��[� 	[� �[����[��� ]�� ��[ 
��
[ ��
����!� � � �/�[����[��� ������ 	[ 
��
[

��
�	���[ 	�][	0 @��. ��[ 
���� [ 
��]�!� �� 	[ ]���[ �� [��	��[ [ ��[ ��]�[ � ��[


���� [ 
��]�!� �� ��
��%]�� �� [��	��[ [ �� 
	[��0 T�[ ��
��%]�� �� �� ���

	�

�� ��[ �[����[�/40 D	 ][��]��� \���
������[	 �� ��[ ��
��%]�� 
������� ��	 ��]�� ��

��� [	������� �� ][�[ 
���� �[� �� 
[�]�� �� ]������[�[� ��\�� �	 ��� �� ��%�� ��

�����
[ \���
������[	 �� ���[�0 D� �����[	. �� �� 
���\	� �������� ���� 
[�]�� [ ���[ 	[

��
��%]��. 
�� 	� ��� ���� ��]��[��� ��%��� 
"	��
	�� 
[�]��� ��� ]�\�[� ]�	�]���[
����

	[ ��
��%]��0

!����� +0���2��


C�\��� [ ��� �� �

���\	� [	
[]��[� �� �	 ]�

��[��� ���� �	 ]������� �� 
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��
���]�!� ��
[]�[	 ����� ]�	�[� �. 	� ��� �� 	� 
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
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
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K[ ���]�!� f(x, y) ������[ �� �[	�� ��[	0 K�� 
����� (x, y) ����� ���� �[	�� �� 2 �����

�� +
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	�. ���[
�� ���<

f(x, y) = (x− xc)
2 + (y − yc)

2 − r2 +@09,

C���� (xc, yc) �� �� 
���� �� 4C � � �� �� �"
��� ��[	 ��������� �� ]���0

R� �� ��
[ f(x, y) = 0. 	�� 
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����� ��� ][	]�	[��� ��
���[�[
���� 
�� 	[ �]�[]�!� �.

�� ][
\��. ��\� ��� �����
��[��� 
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����� �� 	[ ]���[

�� ��� �����[��� ��
	�]��[
���� 
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	�]��[
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K[ %���[ @04 ��
������[ ��[ ����� �� �[	���� ��][	[��� �����	��� 
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�����
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���[� ��� 	[ ����]]�!� ��	

��[������ [
���[ �[]�[ [����[ � �� 
[������ 
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	������� �����
��[�[ 
�� 00 O[�[ A > 0. 	[ ���
[	 [
���[ �[]�[ [����[ ��	 ]��]�	� �


[�[ A < 0. �[]�[ [������0 C� ���
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−∞
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f(x, y) =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

R(k, θ)e2πik(x cos θ+y sin θ)kdkdθ +@045,
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∫∞
0

R(k, θ + π)e2πik(x cos(θ+π)+y sin(θ+π))kdkdθ
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���� �� ��	� �� 	[ ����[�]�[ [��[���[�[ �" ���� �[
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f(x, y) =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

R(k, θ)e2πik(x cos θ+y sin θ)kdkdθ +@045,
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f(x, y) =

∫ 2π

0

∫∞
0

R(k, θ)e2πik(x cos θ+y sin θ)kdkdθ+∫ 2π

0

∫∞
0

R(k, θ + π)e2πik(x cos(θ+π)+y sin(θ+π))kdkdθ
+@046,
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R(k, θ + π) = R(−k, θ) +@047,
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Sθ(k) = F{R(f)} = F2{f} +@049,

B�� 	� ��� 	[ ��
����!� @048 ����[ ]�
�<

f(x, y) =

∫ π
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Lθf =

∫ ∞

−∞
f(x+ tθ)dt, x ∈ θ⊥ +@053,
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Modelado tridimensional de estructuras anatómicas heterogéneas
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∫ ∞
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Modelado tridimensional de estructuras anatómicas heterogéneas
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