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fa(p) v f5(p) las funciones implicitas de los dos rifones, fs(p) la del higado y f7(p)

almacena la funcion implicita de la arteria.

La figura 4.13 evidencia el orden en que se model6 la estructura anatémica. Primero, en
la figura 4.13a se crea un modelo de una estructura heterogénea con regiones colindantes
compuesta por la vena, el higado y los dos rinones. Luego, en la figura 4.13b se agrega la
arteria. En la figura 4.13c se tiene una configuracion donde se eliminan los dos rinones y
se adicionan los dos tumores hepaticos. En la figura 4.13d se puede ver el interior de la
estructura heterogénea de la figura 4.13c. Como el tamano de los tumores hepéaticos, al
igual que el de la vena y arteria, es mas pequeno que el tamano del higado, la geometria

de la estructura heterogénea refleja este aspecto.

(a) Abdomen-a formado por (b) Abdomen-b compuesto por (c) Abdomen-c con cinco re-
cuatro regiones colindantes cinco regiones colindantes giones: tres colindantes y dos
anidadas

(d) Corte axial de la figura 4.13c; se muestra con las aristas
en color negro para mejor visualizacién

Figura 4.13: Estructuras anatémicas heterogéneas modeladas a partir de regiones del
abdomen
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Analisis de resultados

En este capitulo se analizan los datos obtenidos del proceso de modelado geométrico de
las diferentes regiones y estructuras presentada en el capitulo 4. Tres criterios se han
tomado para realizar este analisis: tiempo computacional relacionado con la ejecucion
de los diferentes procesos (seccion 5.1), precision en cuanto a la conservacion del area y
del volumen de las regiones y estructuras anatémicas (seccion 5.2) y calidad geométrica

de los modelos (seccion 5.3).

5.1. Tiempo computacional

Una medida importante de eficiencia de los métodos y algoritmos para el modelado 3D
de estructuras anatoémicas heterogéneas es el tiempo computacional transcurrido desde
el comienzo del proceso de modelado hasta que se obtiene el modelo geométrico final.

La unidad de tiempo utilizada en esta seccion es sequndos.

Tabla 5.1: Tiempo para el modelado de las regiones segmentadas del cerebro

Regiones del Puntos de Reconstruccion  Mallado Mallado Total
cerebro entrada implicita superficie volumen tiempo
Cerebelo 47.542 2,43 2,85 2,29 7,57
Craneo 244.560 17,95 8,62 11,18 37,75

Materia blanca 287.520 16,93 9,28 35,91 62,12

Materia gris 540.360 31,19 46,95 45,95 124,09

En la tabla 5.1 se listan las regiones segmentadas de la fuentes de datos del cerebro,

los puntos de entrada de cada region, los tiempos para la reconstruccion implicita de la
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superficie y los tiempos para la extraccion de la geométrica mediante el mallado de esta
y del volumen. En la tltima columna se muestra el tiempo total, en segundos, requerido
para el modelado de cada region de interés. Las regiones en cada tabla estan ordenadas

de menor a mayor de acuerdo con la cantidad de puntos de entrada.

Algunas regiones del cerebro, como la materia blanca y la materia gris, aunque no tienen
un gran volumen en comparacion con un 6rgano como el higado (seccion 5.2), si tienen
formas muy complejas con pliegues y ondulaciones que obligan a extraer un gran niimero
de puntos para poder representarlas. La tabla 5.1 muestra también que los puntos de
entrada para estas regiones son 287.520 y 540.360, respectivamente. Esto hace que la
extraccion de la geometria tanto de la superficie como del volumen a partir de la funciéon
implicita sea un proceso que consuma la mayoria del tiempo del modelado (figura 5.1).
Este tiempo tiende a disminuir cuanto menos compleja es la forma de la region por
modelar. Para el caso del craneo, el mallado de la superficie tarda 8,62 segundos, el
mallado del volumen 11,18 segundos, mientras que la reconstrucciéon implicita dura
17,95 segundos.

Segundos

50
45
40
35
30
25
20
15
10

5

Reconstruccién implicita Mallado superficie Mallado volumen

m Cerebelo (47.542) m Craneo (244.560) m Materia blanca (287.520) Materia gris (540.360)

0

Figura 5.1: Tiempo para el modelado de las regiones del cerebro

La figura 5.1 muestra el tiempo para el modelado de las regiones del cerebro ordenadas
por el niimero de puntos de entrada (tabla 5.1), que aparece entre paréntesis. Este
mismo esquema se aplica en todas las figuras de esta seccion. En la tabla 5.2 se
puede observar que el tiempo asociado a la reconstrucciéon implicita de las regiones

esta relacionado directamente con el tamano de la nube de puntos de entrada. Es asi
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como la reconstruccion implicita del Tumor2 (tabla 5.2), representado por 5.228 puntos,
es menor que la del Tumorl, con un niimero de puntos de 19.510, y la de este sea menor

que la del rinén derecho, que tiene 38.582 puntos, y asi sucesivamente.

Tabla 5.2: Tiempo para el modelado de las regiones segmentadas del abdomen

Abdomen Puntos de Re-constr.ucci(’)n Mallad.o Mallado ’-Iotal
entrada implicita superficie volumen tiempo
Tumor2 5.228 0,35 0,13 0,19 0,67
Tumorl 29.510 1,84 0,72 1,59 4,15
Rino6n derecho 38.582 2,47 0,78 3,92 717
Rino6n izquierdo 46.822 3,11 2,57 4,69 10,37
Arteria 57.946 4,27 2,79 6,64 13,7
Vena 93.714 7,07 6,31 13,87 27,25
Higado 221.402 19,32 4,45 4,73 24,5

Se puede observar en la figura 5.2 que el proceso de extraccion de la geometria es
bastante rapido para regiones que tienen una forma suave y céncava, como la de los

rinones e higado.

Segundos

20

18

16

14

12

10

8

6

4

: ol

: A=
Tumor2 Tumorl RifAdN Rifion Arteria Vena Higado
(5.228) (29.510) derecho izquierdo (57.946) (93.714) (221.402)

(38.582) (46.822)

M Reconstruccion implicita = Mallado superficie = Mallado volumen

Figura 5.2: Tiempo para el modelado de las regiones del abdomen

Sin embargo, cuando la forma se torna compleja, como en el caso de la vena y la arteria
(figura 5.2), este tiempo aumenta y generalmente es mayor que el necesario para realizar

la reconstruccion implicita.
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Por otro lado, se puede observar en la tabla 5.3 que el tiempo para extraer la malla de
superficie no depende del tamano de la nube de puntos de entrada, sino de la forma

que tiene la funcion implicita reconstruida.

Tabla 5.3: Tiempo para el modelado de las regiones segmentadas de la rodilla

Rodilla Puntos de Reconstruccion  Mallado Mallado Total
entrada implicita superficie volumen tiempo
Ligamento anterior 10.952 0,72 10,22 0,66 11,6
Ligamento posterior 16.096 0,98 12,28 0,82 14,08
Ligamento fibular 16.286 1,12 44,23 0,85 6,2
Ligamento tibial 22.478 1,52 57,31 1,07 7,9
Fibula 25.762 1,63 2,41 0,77 4,81
Patela 33.244 2,18 2,03 0,94 5,15
Ligamento patelar 43.462 291 4,76 2.4 10,07
Tibia 133.576 9,72 4,19 4,24 18,15
Fémur 164.480 12,25 4,14 4,33 20,72

En las tablas 5.1 y 5.2 se puede observar que el mallado volumétrico de la funcion
implicita toma mas tiempo que el mallado de la superficie. Esto se debe al tamano y
la forma compleja que tienen algunas regiones como la vena y la arteria. Esta misma
tendencia aparece cuando la estructura es delgada y compleja con valles y crestas,
como es el caso de la materia gris y la materia blanca del conjunto de datos del cerebro.
Esto se puede contrastar con el cerebelo, que aunque tiene una topologia parecida a
la materia gris y la materia blanca, es mucho mas pequeno en tamano y no tiene un
grosor tan delgado. Sin embargo, en las tablas 5.3, 5.4 y 5.5 se puede apreciar que el
tiempo para extraer la malla volumétrica es menor al tiempo necesario para extraer la

malla de superficie.

La figura 5.3 muestra que el tiempo para la reconstruccion implicita de una region
depende tanto del nimero de puntos de entrada como de la forma de esta. Se puede
observar que las regiones con mayor puntos de entrada, la tibia y el fémur, tardan més
tiempo en el proceso de la reconstruccién implicita que aquellas con un niimero menor
de puntos, como los ligamentos; sin embargo, estos tultimos necesitan mas tiempo para
el proceso de mallado de la superficie. Esto se debe a que cuando las regiones tienen
formas alargadas y delgadas (como los ligamentos, la materia gris y la materia blanca),
el algoritmo de mallado debe hacer calculos adicionales que prevengan la aparicion de
huecos o triangulos invertidos debido a la proximidad de las superficies que definen la

region.
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Adicionalmente, se puede observar que el tiempo para el proceso de mallado del volumen
se acerca al tiempo para el mallado de la superficie en aquellas regiones con una gran
cantidad de puntos, como la tibia y el fémur, y al tiempo para la reconstruccion implicita

si el niimero de puntos no es tan grande como en el caso de los ligamentos.

Segundos
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: il I

0
Ligamento Ligamento Ligamento Ligamento  Fibula Patela Ligamento Tibia Fémur
anterior posterior pereneo tibial (25.762) (33.244) pastelar (133.576) (164.480)
(10.952) (16.096) (16.286) (22.478) (43.462)

M Reconstruccién implicita ® Mallado superficie = Mallado volumen

Figura 5.3: Tiempo para el modelado de las regiones de la rodilla

En la tabla 5.4 se disponen los datos del modelado de las regiones de la zona toracica.
Estos datos se grafican en la figura 5.4, donde se puede observar que la extraccion de

la malla de superficie toma la mayor parte del tiempo del proceso de modelado.

Tabla 5.4: Tiempo para el modelado de las regiones de la zona toricica

Columna Puntos de Reconstruccion  Mallado Mallado Total
(zona toracica) entrada implicita superficie volumen tiempo
Disco T12-T11 1.892 0,14 8,39 0,25 8,78
Disco T11-T10 1.942 0,13 17,06 0,28 17,47

Costilla T12 3.716 0,25 4,36 0,52 5,13
Vértebra T10 4.718 0,28 5,65 0,96 6.89
Vértebra T11 5.230 0,30 4.85 1,03 6,18
Vértebra T12 6.146 0,35 18,21 1,13 19,69

Costilla T11 6.494 0,39 6,25 0,83 7,47

Costilla T10 9.676 0,57 10,5 1,44 12,51

Caso especial es el disco intervertebral T11-T10, cuyo tiempo total de reconstruccion es

de 17,47 segundos, de los cuales 17,06 segundos son dedicados al mallado de la superficie.
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Algo similar sucede con el mallado de la superficie de la vértebra T12. Este se explica
en la forma delgada que tienen los discos intervertebrales, lo que hace que las superficies
externas estén muy cerca entre si. El caso de las vértebras se debe al hueco que tienen

en su interior, y que el algoritmo de mallado debe mantener.

Segundos
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Disco Disco  Costilla Vértebra Vértebra Vértebra Costilla Costilla
T12-T11 T11-T-10 T12 T10 T11 T12 T11 T10
(1.892) (1.942) (3.716) (4.718) (5.230) (6.146) (6.494) (9.676)

o N B~ O

M Reconstruccion implicita  ®m Mallado superficie  m Mallado volumen

Figura 5.4: Tiempo para el modelado de las regiones de la zona toracica

La tabla 5.5 muestra los tiempos de reconstrucciéon de las regiones de la zona lumbar.
Estos datos se grafican en la figura 5.5, que presenta el tiempo total para el modelado de
las regiones de dicha zona. Como se ha mencionado, el tiempo de reconstruccion de una
region depende tanto del nimero de puntos de entrada como de la forma de esta. Asi,
el tiempo total de los discos sacro-L5 y L5-1.4 es mayor que el tiempo de las vértebras

L4 y L5, aunque estas tltimas tienen casi cuatro veces més puntos de entrada.

Tabla 5.5: Tiempo para el modelado de las regiones de la zona lumbar

Columna Puntos de Reconstruccion  Mallado Mallado Total
(zona lumbar) entrada implicita superficie volumen tiempo
Disco sacro-L5 2.104 0,.15 5,15 0,38 5,68

Disco L5-1.4 2.674 0,17 3,28 0,51 3,96
Vértebra L4 8.158 0,46 1,30 1,79 3,55
Vértebra L5 8.830 0,48 1,63 1,74 3,85
Hueso sacro 16.398 0,87 0,76 2,79 4,42

Pelvis 34.510 2,15 0,73 2,01 4,89
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Segundos
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Disco sacro- Disco L5-L4 Vértebra L4 Vértebra L5 Hueso sacro Pelvis
L5 (2.104) (2.674) (8.158) (8.830) (16.398) (34.510)

M Reconstruccidn implicita ™ Mallado superficie  ® Mallado volumen

Figura 5.5: Tiempo para el modelado de las regiones de la zona lumbar

Finalmente, en la tabla 5.6 se listan los tiempos relacionados con los procesos de
reconstruccion implicita, mallado de la superficie y mallado del volumen de las diferentes

estructuras anatémicas heterogéneas modeladas en la seccion 4.3.

Tabla 5.6: Tiempo para el modelado de las estructuras anatémicas heterogéneas

Nombre del modelo Nflmvero de Re.constr}lccién Malladf) Mallado Total
regiones implicita superficie volumen tiempo

Columna-a 4 1,40 0,77 3,17 5,34
Columna-b 8 2,1 1,11 8,18 11,39
Pelvis 6 4,11 138 10,1 15,59
Rodilla-a 4 36,4 5,1 5,25 46,75
Rodilla-b 6 31,86 6,43 8,1 46,39
Rodilla-c 7 39,57 6,75 9,38 55,7
Abdomen-a 4 36,4 8,17 21,71 66,28
Abdomen-b 5 36,71 10,39 33,54 80,64
Abdomen-c 5 37,79 9.85 31,17 78,81
Higado-tumores 4 11,85 3,84 9,1 24,79
Cerebro-a 2 19,9 12,86 30,37 63,13
Cerebro-b 3 39,93 17,29 109,8 167,02
Cerebro-c 4 58,05 19,15 150,24 227,44

Se puede observar que los modelos que toman menor tiempo son aquellos asociados
al conjunto de datos de la columna, que solo necesitan algunos segundos para ser

generados. En segundo lugar se tienen los modelos de la rodilla, que toman casi un
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minuto para ser obtenidos. L.uego se tienen los modelos asociados al conjunto de datos
del abdomen, que tienen estructuras de buen tamano y algunas con forma tubular. El
tiempo requerido es de casi dos minutos para el modelo Abdomen-c, compuesto de cinco
regiones. Finalmente, los modelos que toman mayor tiempo son aquellos asociados al
conjunto de datos del cerebro, debido principalmente al tamano y complejidad de la
forma que presentan sus diferentes regiones. Sin embargo el tiempo total no superd
los cuatro minutos para el caso del modelo Cerebro-c, que esta compuesto de cuatro

regiones (figura 4.12 ).

5.2. Precision de los modelos

En esta seccion se compara la malla generada por el algoritmo Marching Cubes
(Lorensen y Cline, 1987) y la malla resultante del método RAM. Se escogio este
algoritmo debido a que produce una malla que sigue muy de cerca la region segmentada

de la imagen TAC, proporcionando una malla de referencia (subseccion 2.3.1).

Tabla 5.7: Datos de los modelos de las regiones del cerebro

Region del Modelo de entrada Modelo obtenido

cercbro Puntos | Tridngulos Area VOIHH}GH Puntos | Tridngulos Area Volun}en
(mm?) | (mm?) (mm?) | (mm?)

Cerebelo 47.542 95.200 35.971 | 120.152 7.498 15.132 26.849 | 120.446

Craneo 244.560| 489.116 | 183.299 | 455.790 | 18.333 36.726 164.620 | 453.333

Materia

bl 287.520| 287.520 | 209.232 | 533.385 | 59.411 119.982 | 159.246 | 524.197
anca

Materia gris 540.360| 1.082.116 | 388.734 | 553.408 | 132.756| 268.928 | 269.101 | 562.816

En la tabla 5.7 se listan los datos relacionados con el niimero de puntos, el niimero
de tridngulos, el drea y el volumen de las regiones segmentadas del cerebro, tanto del

modelo de entrada como del modelo de salida generado por el método RAM.

Una caracteristica importante del método RAM es la reduccion de puntos para
representar las diferentes regiones y estructuras después del proceso de extraccion
geométrica. Este hecho conlleva igualmente una reduccion del espacio en disco necesario

para almacenar la geometria de los modelos computacionales.

La figura 5.6 muestra el porcentaje de reduccion de puntos y de triangulos en el proceso
de modelado de las regiones del cerebro, asi como el porcentaje de conservacion del drea

y del volumen de estos modelos. El porcentaje de reduccion de puntos esta por encima

E2192



Modelado tridimensional de estructuras anatémicas heterogéneas

del 75 % para las regiones del cerebro (figura 5.6), del 88 % para las regiones del abdomen

(figura 5.7) y del 89 % para las regiones de la rodilla (figura 5.8). Para las regiones de la

zona tordcica de la columna, este porcentaje supera el 80 % (figura 5.9) y el 89 % para

la zona lumbar (figura 5.10).

%
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M Cerebelo (47.542) m Créneo (244.560) ™ Materia blanca (287.520)

Reduccion de tridngulos Conservacion del area

90

85
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- Il Iy aln
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Reduccién de puntos

Conservacion del
volumen

Materia gris (540.360)

Figura 5.6: Estadisticas de la reconstruccion de las regiones del cerebro

Otra caracteristica del método RAM est& asociada a la reduccion de tridngulos de las

mallas que representan la geometria de la superficie de las diferentes regiones. La tabla

5.8 y la figura 5.7 muestran que la reduccion en el nimero de tridngulos para representar

la vena es del 88 %, llegando a una reduccion del 97 % para el caso del higado. Se puede

observar que la reduccion de triangulos esta directamente relacionada con el porcentaje

de reduccion de puntos.

Tabla 5.8: Datos de los modelos de las regiones del abdomen

Region del Modelo de entrada Modelo obtenido
abdomen Punt Tris 1 Area Volumen Punt Tris ) Area Volumen
untos | Triangulos untos idngulos|
& (mm?)| (mm?) & (mm?) | (mm?)
Tumor-2 5.228 10.452 2.325 7.500 330 656 1.999 7.374
Tumor-1 29.510 59.016 12.919 84.337 1.512 3.020 11.043 84.116
Rinén
38.582 77.160 17.120 111.919 1.340 2.676 14.610 111.066
derecho
Rinon
. K 46.822 93.640 21.492 145.727 1.556 3.108 18.701 144.632
izquierdo
Arteria 57.946 | 115.626 27.141 59.052 5.958 11.940 23.253 57.979
Vena 93.714 | 186.992 41.720 73.068 | 10.666 21.336 35.373 72.055
Higado 221.402| 442.788 99.265 | 1.489.295 7.448 14.892 85.690 | 1.487.591
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Una caracteristica que se busca en los modelos 3D es que estos conserven el mayor area
de superficie posible pero con el menor niimero de puntos. Por supuesto, entre mayor
sea la reduccion de puntos y tridngulos para representar las regiones, menor sera el
porcentaje de conservacion del area asociada a cada region. Esto se puede apreciar en
la figura 5.6, donde la materia gris es el caso mas sobresaliente, con una conservacion
del 4rea de 70 %.

%
100

95
90
85
80
75
70
Reduccién de puntos Reduccion de tridngulos Conservacion del drea Conservacion del olumen
M Tumor2 (5.228) M Tumorl (29.510) M Rifidn derecho (38.582) I Rifion izquierdo (46.822)
M Arteria (57.946) M Vena (93.714) M Higado (221.402)

Figura 5.7: Estadisticas de la reconstruccion de las regiones del abdomen

La reduccion en el drea de superficie se debe principalmente a la suavidad que el proceso
de reconstruccion implicita del método RAM aplica a los modelos (seccion 3.2). Emplear
un procedimiento simple, como el suavizado laplaciano, reduce de manera significativa

el area en la region que exhibe una gran variacion (Taubin, 1995).

La tabla 5.9 contiene los datos del modelado de las regiones de la rodilla. La conservacion
del area va desde el 82 % para el caso del ligamento posterior, hasta el 87 % para el caso
del fémur (figura 5.8)
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Tabla 5.9: Datos de los modelos de las regiones de la rodilla

Region de la Modelo de entrada Modelo obtenido
rodilla Punt Tridneul Area | Volumen Punt Trisneul Area | Volumen
untos iangulos untos | Triangulos
& (mm?2)| (mm?) & (mm?)| (mm?)
Ligamento
. 10.952 21.900 1.379 1.769 804 1.604 1.185 1.732
anterior
Ligamento
i 16.096 32.188 1.961 2.452 1.190 2.376 1.590 2417
posterior
Ligamento
16.286 32.564 2.139 2.200 1.132 2.260 1.780 2.152
fibular
Ligamento
. 22.478 44.948 2.970 3.367 1.242 2.480 2.495 3.321
tibial
Fibula 25.762 51.520 3.081 10.608 1.071 2.138 2.628 10.565
Patela 33.244 66.484 4.366 15.789 1.221 2.438 3.781 15.725
Ligamento
43.462 86.948 5.757 6.122 2.476 4.952 4.873 6.080
patelar
Tibia 133.576| 267.060 14.474 | 91.582 5.899 11.794 12.245 | 91.547
Fémur 164.480| 328.956 19.986 | 141.400 | 5.618 11.232 17.331 | 141.231
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M Ligamento patelar (43.462) M Tibia (133.576) W Fémur (164.480)

Figura 5.8: Estadisticas de la reconstruccion de las regiones de la rodilla

Otra caracteristica que buscan los modelos 3D es la conservacion del volumen. En todos
los experimentos realizados este fue superior al 97 %. Sin embargo, se puede observar
en las tablas 5.10 y 5.11 que para algunas regiones, como las costillas T-11 y T-10 y

la pelvis, el volumen de los modelos aument6 con respecto a los datos de entrada. Este
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hecho se puede apreciar claramente en las figuras 5.9 y 5.10.

Tabla 5.10: Datos de los modelos de las regiones de la zona toracica

Region de la Modelo de entrada Modelo obtenido
zona toracica R Area Volumen i Area Volumen
Puntos | Tridngulos 9 3y | Puntos | Tridngulos 9 3
(mm?)| (mm?) (mm?)| (mm?)
Disco
1.892 3.780 1.624 3.092 162 320 1.357 2.813
T12-T11
Disco
1.942 3.880 1.673 3.524 148 292 1.396 3.262
T11-T10
Costilla T12 3.716 7.424 3.398 4.678 746 1.484 3.107 5.610
Vértebra T10 | 4.718 9.436 4.212 7.839 513 1.026 3.468 7.553
Vértebra T11 5.230 10.460 4.662 9.755 511 1.022 3.773 9.413
Vértebra T12 6.146 12.292 5.460 11.678 640 1.280 4.364 11.258
Costilla T11 6.494 12.980 5.884 8.120 766 1.524 5.836 11.100
Costilla T10 9.676 19.344 8.856 13.587 976 1.944 8.663 17.938

Tabla 5.11: Datos de los modelos de las regiones de la zona lumbar

Region de la Modelo de entrada Modelo obtenido
zona lumbar X Area Volumen i Area Volumen
Puntos | Tridngulos 9 3y | Puntos | Tridngulos 9 3
(mm?)| (mm?) (mm?)| (mm?)
Disco
2.104 4.204 1.769 3.057 199 394 1.411 2.851
sacro-L5
Disco L5-L4 2.674 5.344 2.291 4.267 248 492 1.866 3.896
Vértebra L4 8.158 16.316 7.295 16.913 862 1.724 5.921 16.473
Vértebra L5 8.830 17.660 7.780 19.951 860 1.728 6.333 19.442
Hueso sacro 16.398 32.796 14.503 56.947 1.308 2.616 12.099 56.591
Pelvis 34.510 69.012 29.760 | 114.367 | 2.880 5.752 25.328 | 118.729

Para explicar el aumento en el volumen de algunas regiones, se debe recordar que
el proceso de mallado del método RAM permite el control sobre la resolucion de las
mallas; es decir, el proceso de extraccion de la geometria crea pocos tridngulos donde la
superficie es plana y mas tridngulos donde la superficie tiene curvaturas irregulares. Lo
anterior puede causar que tridngulos grandes en las zonas planas de la regién no sigan
fielmente los contornos del modelo de voxel producido por el proceso de segmentacion
original de la imagen TAC, lo que puede afectar el célculo del area y del volumen de

los modelos obtenidos.
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Figura 5.9: Estadisticas de la reconstruccion de las regiones de la zona toracica
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Figura 5.10: Estadisticas de la reconstruccion de las regiones de la zona lumbar

La figura 5.10 muestra la conservacion del volumen de las diferentes regiones de la
zona lumbar. Los valores van desde el 92% para el disco L5-L4, hasta el 104 % para
la region de la pelvis. Finalmente, en la tabla 5.12 se presentan los datos relacionados
con el nimero de regiones, el nimero de tridngulos, el area, el niimero de tetraedros y

el volumen de las diferentes estructuras heterogéneas modeladas en la secciéon 4.3.
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Tabla 5.12: Datos de los modelos de las estructuras anatomicas heterogéneas

Numero de . Area Volumen

Nombre del modelo . Triangulos 9 Tetraedros 3
regiones (mm?) (mm?)

Columna-a 4 3.618 18.780 9.313 37.436

Columna-b 8 4.642 23.932 15.838 59.335
Pelvis 6 6.250 44.018 30.109 212.919
Rodilla-a 4 17.150 36.230 14.614 253.135
Rodilla-b 6 22.656 37.445 19.484 257.436
Rodilla-c 7 23.508 40.776 21.099 269.352
Cerebro-a 2 60.042 178.218 129.915 644.796
Cerebro-b 3 76.376 220.294 469.626 1.219.210
Cerebro-c 4 82.366 310.569 50.8011 1.673.130
Abdomen-a 4 34.916 170.536 105.689 1.798.700
Abdomen-b 5 43.758 191.599 122.213 1.856.540
Abdomen-c 5 44.072 176.113 122.681 1.600.610
Higado-tumores 4 14.876 98.869 41.930 1.486.890

No se presenta una comparacion con los datos de entrada ya que estos los proporcionan
las regiones que componen estas estructuras y que estdn plasmados en las tablas 5.7,
5.8, 5.9, 5.10 y 5.11. Se debe resaltar el hecho de que las estructuras heterogéneas se
obtuvieron a partir de vectores de funciones implicitas y no de nubes de puntos que
representaran las estructuras como tal. El método RAM permite este tipo de situaciones,
las cuales serfan consideradas como un modelado de regiones (seccion 4.2) y no un

modelado de estructuras heterogéneas.

5.3. Calidad geométrica

La calidad geométrica se refiere a cuén cerca de la estructura anatémica real se
encuentra el modelo geométrico obtenido. El coeficiente de Dice (subseccion 5.3.1) y
la distancia de Hausdorff (subseccion 5.3.2) son las medidas escogidas para analizar la

calidad geométrica de los modelos geométricos obtenidos mediante el método RAM.

5.3.1. Coeficiente de Dice

El coeficiente de Dice Cpie se usa para medir la relacion de superposicion de dos

modelos como un porcentaje del volumen total ocupado por ambos (Dice, 1945). Se
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calcula como el doble de la relacién del naimero de voxeles contenidos en la interseccion

de dos modelos con el nimero total de voxeles contenidos en cada uno:

2| ANB |

_ 5.1
AT+ 1B (5-1)

CDice =

La tabla 5.13 dispone los resultados del céalculo del coeficiente de Dice, utilizando el
software MeshValmet (Xu, 2011), para todas las regiones del abdomen, la rodilla, la

columna y el cerebro, modeladas en la seccion 4.2.

Tabla 5.13: Coeficiente de Dice de los modelos de las regiones

Regiones de la columna

Regiones del . . Dice
Dice (zona toracica)
abdomen
Costilla T11 0.,7762
Vena 0,9435 —
- Costilla T10 0,7807
Arteria 0,9602 —
Costilla T12 0,8356
Tumor-2 0,9764 -
Vértebra T10 0,924
Tumor-1 0,987 -
— Disco T12-T11 0,9264
Rinén derecho 0,9873 -
" Vértebra T11 0,9291
Rinon izquierdo 0,9885 -
- Vértebra T12 0,9318
Higado 0,9946 -
Disco T11-T10 0,9345
Regiones de la columna .
Dice
- (zona lumbar)
Regiones de la .
. Dice Disco sacro-L5 0,9116
rodilla
~ Disco L5-L4 0,9234
Ligamento fibular 0,9596 -
- Vértebra L4 0,9353
Ligamento patelar 0,9629 -
- — Pelvis 0,9397
Ligamento tibial 0,9643 —
- - Vértebra L5 0,9426
Ligamento posterior 0,9651
- - Hueso sacro 0,966
Ligamento anterior 0,968
Fibula 0,9879 - -
Regiones del cerebro Dice
Patela 0,9885 - -
— Materia gris 0,888
Tibia 0,9932 -
- Materia blanca 0,9406
Fémur 0,9942 -
Craneo 0,9575
Cerebelo 0,959

Al no contar con regiones reales para hacer las comparaciones del caso, se toman como
base las regiones segmentadas (modelos de voxel) a partir de las cuales se crea una
malla de prueba por medio del algoritmo Marching Cubes. Para los célculos se toma el

modelo obtenido con el método RAM (A) y el modelo generado directamente a partir de
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las segmentaciones por el algoritmo de Marching Cubes ( B). Los valores del coeficiente

de Dice van desde 0 (sin superposicion) hasta 1 (congruencia total).

Se puede observar que los valores del coeficiente de Dice estan por encima de 0,94
para las estructuras generadas del conjunto de datos del abdomen, de 0.96 para las
estructuras de la rodilla, de 0,88 para las estructuras del cerebro, y de 0,78 y 0,91 para

las regiones de la zona toracica y zona lumbar, respectivamente.

El coeficiente de Dice presenta una correlacion directa con el porcentaje de conservacion
de volumen. Asi, las estructuras anatomicas con un coeficiente de Dice cerca a 1 son

aquellas que han conservado su volumen en un porcentaje superior al 99 %.

La figura 5.11 muestra esta relacion para el caso de las estructuras anatomicas del
abdomen, misma tendencia que se presenta en los conjuntos de datos de la rodilla, la
columna y el cerebro. Para hacer la comparacién se normalizé el coeficiente de Dice
multiplicaAndolo por 100. Los valores mas bajos del coeficiente de Dice corresponden a
las costillas T10, T11 y T12, resaltados en color rojo en la tabla 5.13. Estas regiones son
las mismas que presentan un aumento del volumen con respecto a los datos de entrada
(tabla 5.10).

w

o

100
9
9
8

70 “ “ “ |‘ “ “ |‘

w

o

8
7

[S,]

Vena Arteria  Tumor2  Tumorl Rifidn Rifién Higado
(93.714) (57.946) (5.228) (29.510) derecho izquierdo (221.402)
(38.582) (46.822)

M Conservacién del volumen m Coeficiente de Dice

Figura 5.11: Coeficiente de Dice vs. conservacion del volumen en regiones del abdomen

En la figura 5.12 se presenta la relacion entre el coeficiente de Dice y la conservacion
del volumen de las regiones de la zona torédcica. Se puede observar que cuando

la conservaciéon del volumen sobrepasa el 100%, el coeficiente de Dice comienza a
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disminuir. Esto se debe a que es una medida de superposicion entre dos modelos, y
entre mas se desvie esta superposicion, mas disminuira el valor del coeficiente, como
queda evidenciado en la figura 5.11.
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Figura 5.12: Coeficiente de Dice de las regiones de la zona toracica

En la tabla 5.14 se presentan los resultados del célculo del coeficiente de Dice en
las diferentes estructuras anatémicas heterogéneas modeladas en la seccion 4.3 con
el método RAM. Para hacer los célculos se gener6 una malla inicial (B) para cada
estructura heterogénea, a partir de la combinacion de los diferentes modelos de voxel

que conforman dicha estructura utilizando el software Paraview (Ayachit, 2015).

Tabla 5.14: Coeficiente de Dice de las estructuras heterogéneas modeladas

‘ Nombre del modelo ‘ Coeficiente de Dice ‘
Columna-a 0,9119
Columna-b 0,9056

Rodilla-a 0,9879
Pelvis 0,9497
Rodilla-b 0,9844
Rodilla-c 0,9756
Cerebro-a 0,9374
Cerebro-b 0,9016
Cerebro-c 0,9415
Abdomen-a 0,9065
Abdomen-b 0,9071
Abdomen-c 0,8448
Higado-tumores 0,9651
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Se puede observar, que el coeficiente de Dice es superior al 0,90 para todos los modelos,
a excepcion del modelo abdomen-c, que es de 0,84. Esto se debe principalmente a que
el modelo posee dos estructuras tubulares: la vena y la arteria, que interconectan los

rinones y el higado.

5.3.2. Distancia de Hausdorff

Dado que los modelos obtenidos con el método RAM pueden tener alguna anomalia
geométrica, y todas las medidas de superposicion como coeficiente de Dice pueden dar
una muy buena puntuacion, se decidié utilizar la distancia de Hausdorff para detectar

cualquier desviacion fuerte con respecto a la malla base.

La distancia de Hausdorff Dprgysd0rpr mide la diferencia entre dos modelos geométricos
en términos de las distancias entre muestras de puntos en las superficies de ambos
modelos (Hausdorff, 2008). Dados dos conjuntos de puntos finitos A = {ay,...,a,} y
B = {by,...,b,}, para cada punto en la superficie 4 la distancia a la superficie B se

define como la distancia euclidiana al punto mas cercano en la superficie B:

DHausdorff(A7B) = méx(d(A,B)d(B,A)) (52)

Donde d(A, B) = méx,ea mingep || a—b || v || - || es la distancia entre los puntos a y

b medida por alguna norma (L1, Lo, Ls).

La funcién d(A, B) se conoce como la distancia directa de Hausdorff desde 4 a B,y
ordena cada punto de A con base en su distancia al punto méas cercano de B. Asi,
los valores de la distancia de Hausdorff van desde 0, que significa que hay una total
coincidencia entre los dos modelos, hasta cualquier valor que indica la distancia de un
punto de A al punto més cercano de B. Es importante observar que esta distancia es
en general no simétrica, es decir, d(A, B) # d(B, A).

La tabla 5.15 muestra los resultados de calcular la distancia de Hausdorff, utilizando
el software MeshValmet (Xu, 2011), entre el modelo obtenido por el método RAM( A)
y el modelo generado por el algoritmo Marching Cubes(B). Esta distancia es inferior
a 0.88 para las estructuras del abdomen, e inferior a 0,46 para las estructuras de la
rodilla. Sin embargo, la distancia de Hausdorff aumenta hasta 1,39 para las estructuras
del cerebro, y hasta 1,83 y 2,69 para las estructuras de la zona lumbar y zona torécica,

respectivamente.
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Tabla 5.15: Distancia de Hausdorff de los modelos de las regiones segmentadas del
abdomen, la rodilla, la columna y el cerebro

Regiones de la columna

Regi del d(A, B
eslones de d(A, B) (zona toracica) ( )
abdomen

Vértebra T10 1,0872
Tumor-2 0,7315
Vértebra T11 1,134
Vena 0,7729 -
-~ Disco T11-T10 1,1424
Arteria 0,7768 -
0 Vértebra T12 1,2421
Rinoén izquierdo 0,7961 -
— Disco T12-T11 1,4857
Rinoén derecho 0,799 - -
Costilla T12 1,7875
Tumor-1 0,8492 - -
Costilla T11 2,4622
Higado 0,8778 - —
Costilla T10 2,6883
Regiones de la col
. egiones de la columna d(A, B)
Regiones de la d(A, B) (zona lumbar)
rodilla ' Vértebra L4 1,217
Ligamento fibular 0,3768 Disco sacro-L5 1,2762
Ligamento tibial 0,3869 Vértebra L5 1,306
Ligamento Hueso sacro 1,3125
i 0,4012
posterior Disco L5-1.4 1,4904
Patela 0,4104 Pelvis 1,8277
Ligamento anterior 0,4287
Fibula 0,4431 Regiones del cerebro d(A, B)
Ligamento patelar 0,4501 Cerebelo 1,106
Fémur 0,459 Materia blanca 1,217
Tibia 0,4603 Materia gris 1,3774
Craneo 1,3817

La figura 5.13 compara la conservacion del area, la conservacion del volumen y la
distancia de Hausdorff de las regiones de la zona toracica. Para hacer esta comparacion
se normaliz6 dividiendo por 100, tanto la conservacion del drea como la conservacion

del volumen.

Se puede ver que no hay una relacion directa entre la conservacion del area y la distancia
de Hausdorff. Sin embargo, esta relacion si existe entre la distancia de Hausdorff y
la conservacion del volumen. Pero, a diferencia del coeficiente de Dice, cuando la
conservacion del volumen sobrepasa el 100 %, la distancia de Hausdorff comienza a

aumentar, como se aprecia en las regiones resaltadas en rojo en la tabla 5.15.

Asimismo, se puede observar en la tabla 5.15 que la distancia de Hausdorff de la region
de la pelvis es igualmente alto. Esto evidencia que puede haber un aumento en el

volumen del modelo resultante, como lo demuestra la figura 5.10. Sin embargo, este
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hecho no fue detectado por el coeficiente de Dice.
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Figura 5.13: Distancia de Hausdorff vs. conservacion del &drea y del volumen de las
regiones de la zona toracica

En la tabla 5.16 se presenta la distancia de Hausdorff de las estructuras heterogéneas
con diferentes configuraciones modeladas en la secciéon 4.3. Se puede observar que para
el caso de las estructuras heterogéneas con regiones anidadas la distancia de Hausdorff
coincide con la distancia de Hausdorff de la region que anida las otras. Asi, la distancia
de Hausdorff del modelo higado-tumores coincide con la distancia de Hausdorff del

higado.

Tabla 5.16: Distancia de Hausdorff de las estructuras heterogéneas modeladas

| Nombre del modelo | Distancia d(A, B) |

Columna-a 1,3472
Columna-b 1,468
Pelvis 1.3543
Rodilla-a 0,7665
Rodilla-b 0,5356
Rodilla-c 0,5634
Cerebro-a 1,324
Cerebro-b 1,6123
Cerebro-c 1,608
Abdomen-a 1,5568
Abdomen-b 1,5299
Abdomen-c 2,0997
Higado-tumores 0,8867
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Conclusiones

En este libro se abordé el problema del modelado 3D de estructuras anatémicas
heterogéneas a partir de imagenes médicas. Para contribuir con la solucién a este
problema se ha propuesto el método RAM (Region Aware Modeling), que tiene en
cuenta todas las regiones que conforman las estructuras anatomicas heterogéneas

representadas en las imagenes médicas TAC.

El método RAM aplica un enfoque sistematico de modelado ascendente (botton-up) con
base en ingenieria inversa. En este enfoque, las estructuras anatomicas heterogéneas se
descomponen en regiones a partir de las cuales se extrae una nube de puntos, a través
de la cual cual se realiza la reconstruccion implicita de la superficie de cada region.
La geometria total de la estructura anatomica es modelada por medio de un vector de
funciones implicitas (VFI). Como resultado, los modelos 3D son independientes de la

resolucion, precisos y matematicamente rigurosos.

El método RAM consta de dos procesos principales: el proceso de reconstruccion
implicita y generacion del vector de funciones implicitas, y el proceso de reconstruccion
geométrica mediante el mallado de superficie y de volumen. Tanto las mallas de
superficie como de volumen se generan automaticamente con la calidad que requieren las
aplicaciones de ingenieria y con limites acordes con las diferentes regiones que conforman

la estructura anatomica (Wesseling et al., 2016; Wu et al., 2016).

Aunque el enfoque general del método RAM hace énfasis en la fidelidad de los modelos
3D a las estructuras reales representadas en las diferentes segmentaciones de las

imagenes médicas, los siguientes factores afectan la precision del método:

= El algoritmo de reconstruccion de superficies implicitas. En la subseccion

2.2.3 se revisaron tres algoritmos: funciones de base radial (Carr et al., 2001),
particion de la unidad multinivel (Ohtake et al., 2005) y reconstruccion de
superficies de Poisson (Kazhdan et al., 2006). La eleccion del algoritmo para

generar la superficie implicita desde la nube de puntos de entrada hace la
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diferencia. Aunque todos los algoritmos deberian producir una superficie implicita
que divida el espacio en regiones internas y externas, la forma en que los puntos

se interpolardn o aproximaran variard de un algoritmo al siguiente.

= Parametros del algoritmo de mallado. Al igual que en el item anterior, la
eleccion del algoritmo para generar mallas de superficie y mallas de volumen a
partir de la representacion implicita incide en la calidad de los modelos. Incluso
si se utiliza el mismo algoritmo de mallado, tales algoritmos a menudo tienen
parametros de entrada. Por ejemplo, en el proceso de reconstruccion geométrica
del método RAM tres pardmetros de entrada controlan el procedimiento de
mallado de superficie, y cinco parametros el procedimiento de mallado de volumen

(seccion 3.3). Modificar los valores de los pardametros puede alterar los resultados.

= El tipo de imagen médica. Con cualquier tipo de imagen médica, el espacio
donde se encuentran las estructuras anatémicas se muestrea y reconstruye
mateméaticamente; como resultado, la calidad del modelo 3D esté limitada por la
precision del algoritmo de reconstruccion y la resolucion de la imagen (subseccion
2.1.1). Al utilizar imagenes de mejor calidad, es decir, de mayor resolucion, se
pueden obtener modelos 3D mas precisos; sin embargo, se afectaria la eficiencia
computacional al necesitar mayores recursos para procesar una mayor cantidad

de informacion.
Ademas, los siguientes factores afectan la eficiencia computacional del método RAM:

= Niamero de regiones. Hay una sobrecarga asociada con cada region adicional
que deba agregarse al modelado de la estructura heterogénea. El proceso de
reconstruccion geométrica del método RAM debe moverse a través del conjunto
de regiones implicitas y luego determinar la ubicacion del limite entre las regiones

que forman parte de las estructuras heterogéneas.

= Tamano de la nube de puntos. Como el tamano de las estructuras segmentadas
puede variar mucho, esto se traduce en una gran diferencia en el nimero de
puntos necesarios para representar la estructura anatomica. Las nubes de puntos
més grandes requieren més tiempo para obtener la reconstruccion de la superficie

implicita.

= Complejidad de forma. Las estructuras con formas més complejas requieren
mas iteraciones del algoritmo de reconstruccion implicita para capturar los detalles

del limite. Igualmente, el algoritmo de mallado tardard mas en determinar si el
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modelo generado coincide con los limites de la funcion implicita. Intuitivamente,
las formas més complejas serdn més dificiles de reconstruir y mallar que las més

simples.

= Coincidencias de limites. Los limites compartidos por més de dos regiones
tomaran mas tiempo para determinar dénde deben ajustarse las interfaces entre

las regiones.

Sin embargo, el enfoque de modelado presentado en este libro tiene caracteristicas

importantes que se pueden resumir como:

= Preservaciéon de la forma. ElI método RAM minimiza los errores de
aproximacion geométrica, de modo que los detalles resultantes parecen similares a
sus contrapartes originales. El método RAM también genera una transicion suave

y continua entre las regiones interiores y la region exterior.

= Robustez. El presente enfoque permite al usuario modelar estructuras anato-
micas con un numero arbitrario de regiones, cada una de ellas con diferentes
caracteristicas y complejidad. También le permite especificar algunos parametros
geométricas como el angulo minimo de los tridngulos que evita tener tridngulos
planos, no deseados para propositos de simulaciéon. Los resultados experimentales
muestran que el enfoque propuesto puede funcionar de manera efectiva al modelar

estructuras heterogéneas con diferentes configuraciones.

= Eficiencia. El enfoque presente en el método RAM esta bien adaptado a los
grandes conjuntos de datos que se encuentran en las imagenes médicas, ya que
utiliza una estructura de datos recursiva de arboles octree que dividen el espacio
para adaptarse a los detalles de la superficie local. Por lo tanto, el tiempo de
calculo depende de la complejidad de la superficie, en lugar del tamano de la
imagen. Ademas, el error de aproximacion geométrica puede ser controlado por

el usuario y limitado.

Estas caracteristicas y los resultados de los experimentos sugieren la validez del método
RAM, y de todo el enfoque en general, para modelar tanto regiones anatdmicas

individuales como estructuras anatomicas heterogéneas.

El trabajo de investigacion sobre el modelado 3D de estructuras anatémicas
heterogéneas para aplicaciones en areas de la ingenieria esta lejos de estar terminado.

El enfoque presentado en este libro demostrd solo una alternativa para el modelado
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de estas estructuras. Para aplicaciones practicas, las funcionalidades proporcionadas
por el método RAM son todavia muy limitadas. Estas aplicaciones incluyen simulacion
quirtrgica, exploracion virtual del cuerpo humano, diseno y fabricacion de protesis a
la medida. Por lo tanto, todavia hay mucho espacio para mejorar las funcionalidades y
crear nuevos desarrollos practicos y tedricos. Las siguientes son algunas direcciones de

trabajo futuro:

= Una implementacion de GPU. Las unidades modernas de procesamiento de
graficos (GPU) se encuentran entre los chips de procesamiento méas poderosos que
existen en la actualidad. Las GPU de ultima generacion son capaces de més de
12 teraflops de operaciones aritméticas de punto flotante y tienen mas de 250 GB
de memoria, mucho méas que las actuales CPU de multiples nucleos. El enfoque
de dividir y conquistar del método RAM tiene suficiente paralelismo de datos
para funcionar bien en las GPU. La implementacion de GPU del método RAM
con suficientes aceleraciones de rendimiento podria reconstruir modelos 3D de

estructuras anatémicas en tiempo real.

= Un sistema integrado de asignacién de materiales. Los modelos obtenidos
en el capitulo 4 pueden medirse, modificarse y usarse en diferentes areas de la
ingenieria; sin embargo, no pueden registrar la composicion local de los materiales.
Esta informacion se tiene en las imégenes médicas no segmentadas o podria
adicionarse mediante modelos de ingenierfa asistida por computadora (CAE). El
desarrollo de un sistema de asignacion de materiales integrado con el método
RAM podria contribuir a realizar un proceso de modelado més completo de las

estructuras anatomicas heterogéneas.

= Un sistema de simulaciéon basado en realidad virtual. Este libro se ha
centrado en la creacion de modelos tridimensionales de estructuras anatomica
que solo pueden visualizar los usuarios mediante un proceso de renderizando. Sin
embargo, las técnicas para interactuar con los modelos tridimensionales también
son importantes para brindar a los usuarios experiencias mas ricas e intuitivas. El
desarrollo de un sistema de simulacién con base en realidad virtual permitiria que
interactiien de manera realista con los modelos 3D obtenidos mediante el método

RAM.
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Apéndice A
Conceptos relevantes

En este anexo se revisan una variedad de conceptos relevantes para el modelado
tridimensional de estructuras anatomicas heterogéneas. Para un mejor entendimiento
se ha organizado por secciones: Conceptos topologicos (seccion A.1), Curvas y
superficies (seccion A.2), Reconstruccion tomogréfica (seccion A.3) y Estructuras de
datos espaciales (seccién A.4). Estos conceptos y definiciones de ninguna manera son
exhaustivos, pero si importantes para comprender mejor el drea del modelado de objetos

solidos heterogéneos en general y del método RAM en particular.

A.1. Conceptos topologicos

Definicién 4. Dado un conjunto X, una topologia en X consiste en una familia de

subconjuntos T, llamados conjuntos abiertos, que cumplen las siguientes condiciones:

s El conjunto vacio () es abierto y todo el espacio X es abierto, {#, X} C T.
nUeTyVel=UNVeET

= Si Vi|i € I es cualquier familia de conjuntos abiertos, entonces su union | J,_, V; es

el
abierta.

A.1.1. Espacio topolbgico

Definicion 5. Un par (X, T), donde T es una topologia en X, se denomina espacio

topoldgico. Los elementos del espacio subyacente X se conocen generalmente como
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puntos. Dado x,y € X, donde X es un espacio topologico, se dice que = e y pueden
separarse por vecindarios si existe un vecindario U de z, y un vecindario V de y tal

que (UNV) = 0.

Un homeomorfismo es un isomorfismo especial entre espacios topoldgicos que respeta
las propiedades topologicas. Dos espacios homeomorficos son idénticos desde un punto
de vista topologico. Uno puede ver un homeomorfismo entre dos espacios como un
estiramiento y combinacion continuo de un espacio en el otro. Por ejemplo, un cuadrado
y un circulo son homeomorficos. Intuitivamente, un homeomorfismo mapea puntos en

el primer espacio que estan muy cerca de puntos en el segundo espacio, y viceversa.

Definicién 6. Una funcion f entre dos espacios topologicos X e Y se llama

homeomorfismo si tiene las siguientes propiedades:

= f es una biyeccion
= f es continuo

= ! es continuo

Por ejemplo, el intervalo abierto (-1, 1) es homeomorfo a los niimeros reales R.

Definicién 7. Un espacio topologico X se denomina espacio de Hausdorff si dos puntos

distintos de X se pueden separar por vecindarios.

A.1.2. Variedad

Bernhard Riemann fue el primer mateméatico que extendié sistematicamente la nocion
de superficie a los objetos de mayores dimensiones, a los que llamo Mannigfaltigkeit.
De este término procede el inglés manifold. Riemann ofrece una descripcion intuitiva
de variedad, considerando una variedad de dimension n como un apilamiento continuo

de variedades de dimensién n-1.

Intuitivamente, una variedad es un espacio topolégico que es localmente euclidiano.
Localmente, estos espacios se ven tal como los describe la geometria euclidiana, pero
pueden tener una estructura mas complicada cuando se ven como un todo. Un ejemplo
de esto es la superficie de la tierra. Para una persona de pie en la superficie parece plana,
pero cuando se ve desde el espacio, se ve esférica. Se puede construir una variedad al
pegar espacios euclidianos separados entre si. Por ejemplo, se puede construir un mapa

mundial pegando muchos mapas de regiones locales.
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Definicién 8. Una wvariedad, en matemaética, es el objeto geométrico estandar que
generaliza la nocién intuitiva de curva (l-variedad) y de superficie (2-variedad) a
cualquier dimension y sobre cuerpos diversos. Se puede decir que una variedad de
dimensién n (n-variedad) es un espacio topologico de Hausdorff en el que cada
punto tiene un vecindario homeomorfo a una n-bola euclidiana abierta. Un punto

x = (x1, Tg, ..., 2,) estd dentro de una n-bola euclidiana si y solo si:

B" = {(z1, %2, ..., o) |77 + 75 + ... + 22 < 1} (A1)

Todas las variedades con una misma dimension n o n-variedades tienen la misma
topologia local. Asi, una pequena porcion de la curva es andloga a una recta y una
pequena porcion de superficie es andloga a un plano. Una superficie es un ejemplo
de una variedad-2. El caracter bidimensional de una superficie proviene del hecho de
que alrededor de cada punto hay un parche de coordenadas sobre el que se define un
sistema bidimensional de estas. En general, no es posible extender este parche a toda la
superficie, por lo que sera necesario definir miltiples parches que cubran colectivamente

la superficie.

A.1.3. Particion

Debido a que es imposible almacenar en el computador todo el conjunto de puntos
que pueden constituir un objeto continuo, normalmente se opta por discretizar el
espacio ocupado por este utilizando un conjunto de celdas y manteniendo informacion
concerniente a cada una de ellas (Mantyla, 1998). El tipo de celdas utilizadas y la forma
en que se combinan determinan las diferentes estrategias llevadas a cabo sobre esta idea.
Sin embargo, las diferentes estrategias tienen un requisito en comun: las celdas deben
estar disjuntas o tener solo caras, bordes o vértices en comiin. Es decir, deben formar
una cubierta solida sin superposicion espacial entre celdas o, lo que es lo mismo, una

particién espacial.

Definicion 9. Sea I un conjunto de indices de la forma I = {1,...,n}. Se dice que
una familia de subconjuntos A; C A | i € I de un conjunto A es un recubrimiento de

A si se cumplen las siguientes condiciones:

A #0, Yiel
UieIAi:A
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Definicién 10. Sea I un conjunto de indices de la forma I = {1,...,n}. Se dice que
una familia de subconjuntos A; C A | 7 € I de un conjunto A es una particion de A

si la familia es un recubrimiento y es cierto que:

ANA; =0, Vijel, i#j (A.3)

En otras palabras, las diferentes estrategias tienen en comin que el espacio que
representa el objeto se divide en celdas que no se superponen; por lo tanto, cualquier
punto que pertenezca a él se puede identificar como dentro de una celda particular (o

celdas, si se cae en la frontera de celdas vecinas).

A.1.4. Vecindad

La vecindad define la relacion entre un pixel y su entorno (figura A.1).

X = X
h|d
¥ 14 ¥ b
gl c
\J 4
(a) Vecindad vertical y hori- (b) Vecindad diagonal (¢) Vecindad de ocho

zontal

Figura A.1: Vecindades

El pixel p = (z,y) tiene dos vecinos verticales y dos vecinos horizontales, conocidos

como vecindad-4 V4(p) o vecindad directa (figura A.la):

a= (z+1y)

Vi(p) = b= -1y (A.4)
c= (z,y+1)
d= xz,y—1
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La vecindad diagonal (figura A.1b), denotada por V(p), esta definida por las siguientes
coordenadas:

e= (r+1y+1)
= (z+1ly—1

Va(p) = f= wtly-1) (A.5)
g= (@—-1Ly+1)

h= z—-1y—1

La vecindad-8 Vz(p) es la union de las dos vecindades anteriores (figura A.lc).
Naturalmente, existen las excepciones dadas cuando el pixel p = (z,y) es un punto

del borde de la imagen, en cuyo caso algunos de los vecinos definidos anteriormente no

existen.

A.1.5. Conectividad

Un pixel p es contiguo a otro pixel ¢ si estan conectados. Sea C' el conjunto de valores
de intensidad de los pixeles que se permiten estar adyacentes. Si solo se desea que
exista conectividad entre los pixeles con intensidades ¢, y ts, entonces C' = {t1,%2}.

Considérense dos tipos basicos de conectividad:

= Conectividad-4: dos pixeles p y ¢ con valores de C estéan 4-conectados si ¢ esta
en el conjunto Vy(p).

= Conectividad-8: dos pixeles p y ¢ con valores de C estéan 8-conectados si ¢ esta
en el conjunto Vi(p).

A.2. Curvas y superficies

A.2.1. Curvas implicitas en 2D

De forma intuitiva, una curva es un conjunto de puntos que puede ser dibujados en
una hoja de papel sin levantar el lapiz. Una forma comin de representar una curva es

usando una ecuacion implicita, que en dos dimensiones se expresa asi:

f(z,y)=0 (A.6)
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La funcion f(z,y) retorna un valor real. Los puntos (z,y) donde este valor es 0 estan

en (pertenecen a) la curva. Por ejemplo, digamos que:

f(xa y) = (.%' - xc)Q + (y - yc)2 —r? (A7)

Donde (z,¥.) es un punto en 2D y r es un ntimero real diferente de cero.

Si se toma f(z,y) = 0, los puntos donde se cumple esta funciéon estén en el circulo
de radio r y centro (z.,y.). La razon de que sea llamada ecuacion implicita es que los
puntos (., y.) en la curva no pueden ser calculados inmediatamente por la ecuacion vy,
en cambio, debe ser determinados por la solucion de esta. Asi, los puntos en la curva
no son generados explicitamente por la ecuacion, sino que estéan ocultos implicitamente
en algin lugar dentro de ella. Se debe notar que f(z,y) tiene valores para todos los

puntos (z,y).

El valor escalar devuelto por la funcién se puede interpretar como una distancia
a la superficie del objeto descrita por aquella. Por ejemplo, la funcién implicita
flx,y) = 2% +y*—2% define un disco de radio 2 centrado en el origen de las coordenadas.
La figura A.2 representa una serie de valores escalares devueltos por esta funcion para

diferentes puntos en un plano 2D.

Y

S3-3)= 14

Figura A.2: Grafico de la funcion implicita f(z,y) = 22 + y? — 22

El 4rea gris es un subconjunto del plano 2D donde los valores devueltos por la funcion

f(z,y) son negativos (f(0,0) = —4). El contorno punteado es un conjunto de puntos
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donde la funcion f(z,y) devuelve 0 (el punto (2,0) pertenece a la periferia de un circulo
como f(2,0) = 0). Para cualquier otro punto en un plano 2D f(z,y) devuelve valores
positivos (f(3,—3) = 14). Por lo tanto, se puede observar que la curva parte el espacio
en dos partes: f(x,y) <0y f(x,y) > 0.

A.2.2. Gradiente

Si se piensa la funcion f(z,y) como un campo escalar, por ejemplo un mapa de alturas
donde altura = f(z,y), entonces el vector gradiente indica la direccién en la cual el
campo f(z,y) varia més rapidamente y su méodulo representa el ritmo de variacion de

f(z,y) en la direcciéon de dicho vector gradiente.

Definicién 11. FEl gradiente se define como el campo vectorial cuyas funciones
coordenadas son las derivadas parciales del campo escalar y se representa con el

operador diferencial nabla V seguido de la funcion, esto es:

Vi = (5 5) (A8)

Se debe observar que el vector gradiente evaluado en un punto (z,y) de la curva
implicita f(z,y) = 0 es perpendicular al vector tangente de la curva en ese punto.
Adicionalmente, como el gradiente apunta hacia afuera (arriba), él indica la direccion

de la region f(z,y) > 0.

Como ejemplo, considérese el circulo implicito 22 + 4% — 1 = 0 con el vector gradiente
Vf(x,y) = (2z,2y), indicando que la parte externa del circulo es la region positiva de
la funcién f(z,y) = 22 + 3> — 1. La longitud del gradiente puede variar dependiendo
del multiplicador de la funcién implicita. El circulo de longitud 1, por ejemplo, puede
ser descrito como Az? + Ay? — A = 0 para todo A diferente de cero. El gradiente de
esta curva es (2Az,2Ay), que es la normal perpendicular al circulo pero tendrd una
longitud determinada por A. Para A > 0, la normal apunta hacia afuera del circulo y
para A < 0, hacia adentro. De forma intuitiva, se puede pensar que la direccién del
gradiente apunta hacia afuera y su magnitud mide qué tan afuera esté el punto (x,y)

en cuestion.
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A.2.3. Superficies en 3D
A.2.3.1. Superficie paramétrica

Una superficie paramétrica es una superficie cuyos limites estan definidos por funciones

paramétricas:

T fu(u,v)
fy (u,v) (A.9)
fa(u,v)

Las superficies paramétricas se basan en un mapeo desde un dominio planar (a trozos)
D a R?, es decir, f : D — R3 El nimero de mapeos necesarios para representar
con precision una superficie se correlaciona estrechamente con la complejidad de su
superficie. Dado que los puntos en la superficie pueden obtenerse evaluando la funcion
inversa f~' : R® — D, las superficies paramétricas pueden renderizarse de manera

bastante eficiente.

A.2.3.2. Superficie implicita

Asi como las ecuaciones implicitas pueden ser usadas para definir curvas en dos
dimensiones, también pueden usarse para definir superficies en tres dimensiones de

la siguiente forma:

f(o9,2) = d (A.10)
Donde d se puede considerar como la densidad de un campo escalar 3D en el punto
(x,y,2). Usualmente la ecuacion es de la forma f(z,y,z) = 0.

Mediante la evaluacion de f se puede determinar si un punto (x,y, z) esta en la superficie
o no. De igual forma se puede determinar de qué lado de la superficie esté el punto solo
con observar el signo de f. Si cada punto es representado por el vector p = (z,y, 2),

entonces la funcion implicita se puede escribir como f(p) = 0.

Definiciéon 12. Dada una funcion f : 2 — R, donde {2 es un subconjunto abierto de

R3, el conjunto S es una superficie en forma implicita si se cumple que:

S={p=(z,y,2) €2 : f(p) =0} (A.11)
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A.2.4. Vector normal a la superficie

Cada punto p en la superficie S puede tener un vector normal n diferente.

Definicién 13. Un vector se dice normal a una superficie en un punto p si es
perpendicular al plano tangente en dicho punto de la superficie. El vector normal a

la superficie en el punto p es dado por el gradiente de la funcion implicita:

n=Vf(p)= <0f(p) 9f(p) 3f(p)> (A12)

or = Oy = 0Oz

Al igual que en 2D, el gradiente en 3D apunta en la direccion de incremento més rapido
de f en la superficie, donde f(p) > 0, siendo perpendicular a la direccion de la tangente
en el punto p. Para una funcion implicita, la normal se define como el gradiente de
longitud uno en un punto, mientras que para las superficies paramétricas esta se calcula
generalmente como el producto cruz de las tangentes de superficie en las dos direcciones

paramétricas.

A.3. Reconstruccién tomografica

La comprension de los conceptos relacionados con la reconstruccion tomografica requiere
de la revision de algunos conceptos mateméticos claves, como la transformada de Radon
(subseccion A.3.1), que permite crear iméagenes de objetos muy similares a las que
ocurren en las radiografias. El problema inverso permite convertir las transformaciones
de Radon en coeficientes de atenuacion utilizando la transformada de Radon inversa.
Se revisaran dos métodos para reconstruir el objeto a partir de un escaneo TAC: el
teorema de cortes y la retroproyeccion, ambos con base en la transformada de Fourier
(subseccion A.3.2).

A.3.1. La transformada de Radon

En 1917 Johann Radon (1887-1956) demostr6 mateméaticamente que se puede
reconstruir un objeto bidimensional o tridimensional si se conocen todas sus
proyecciones (Hounsfield, 1980; Deans, 2007). Sin embargo, sus trabajos permanecieron
en el olvido aproximadamente cincuenta afnos, hasta que Cormack y Hounsfield
usaron sus resultados para crear de manera independiente las bases de la tomografia

computarizada.
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Si se denota como f(z,y) al mapa de atenuacion del objeto que se quiere reconstruir y
f(p,0) la proyeccion de f(z,y) a un angulo 6, entonces se tiene que p = x cosf + ssin 6.

De donde resulta:

(.0) = / " o y)ds (A13)

Definicién 14. Dada una funcién f(¢,6) definida en R? con soporte compacto, la
transformada de Radon de f(p, ) en dos dimensiones denotada por Ry f(p, 0) es definida

COmo:

Ro{f(p,0)} = // g2 f(z,9)0(p — xcos b — ysinb)dxdy (A.14)

Donde § es la funcion delta de Dirac, p € Ry 0 € [0, 27).

Una funcion con soporte compacto es aquella que toma el valor cero en todas partes
fuera de un conjunto compacto. Este es un requisito razonable para un problema de
imagenes médicas porque solo se esta tratando con areas finitas (o cortes) de algtin
objeto. Recuérdese que el objetivo es determinar el coeficiente de atenuacion del objeto
que esta relacionado con la densidad del propio objeto. Por lo tanto, dado que solo se
esta tratando con cortes finitos, habra alguna region finita fuera de la cual el coeficiente

de atenuacion debe ser igual a cero.

La transformada de Radon ofrece un medio para determinar la densidad total de una
determinada funcién f a lo largo de una linea dada L. Esta linea L esta determinada
por un angulo 6 desde el eje z y una distancia ¢ desde el origen, como se describe en la
ecuacion A.14. Como se observa en la figura A.3, si se toma la transformada de Radon a
lo largo de multiples lineas en angulos variables 0; y 0o, se podrén determinar miltiples
funciones de densidad para el objeto estudiado. Intuitivamente se puede interpretar la

transformada de Radon como una versiéon borrosa del objeto inicial.

Supongase que la region representada en la figura A.3 fuera una mancha de tinta; si se
hubiera borrado esta mancha a lo largo de lineas variables en la direccion 6, se podria
esperar que las regiones mas anchas corresponderian a una region mas grande vs. las

mas pequenas, que es exactamente lo que se ve.

Las proyecciones tomogréficas pueden expresarse como la transformada de Radon del
mapa de atenuaciones del objeto que se desea reconstruir, con lo cual el problema de la
reconstruccion es equivalente a encontrar la inversa de la transformada de Radon que

permita recuperar nuestra funcion inicial f.
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RE(t, 62)

Figura A.3: Transformada de Radon de 6, y 0,

Ademés, se define el dominio natural de la transformada de Radon como el conjunto

de funciones f sobre R?, tal que:

| 1) us)ds < o (A1)

Es decir, se restringe el dominio al conjunto de funciones absolutamente integrables.

La transformada de Radon estd estrechamente relacionada con la transformada de
Fourier, un método ampliamente estudiado cuya inversa esta bien descrita por el
teorema central del corte. A continuacion se introducird la transformada de Fourier

antes de explorar esta relacién mas adelante.

A.3.2. La transformada de Fourier

Definicion 15. Dada una funcion absolutamente integrable f(z) en R, la transformada

de Fourier de f(x) es definida para cada numero real & como:

FIE) = / " e (A.16)
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La transformada de Fourier se utiliza frecuentemente en el analisis de senales y ofrece
un medio para cambiar una funcién del tiempo en una funcién de frecuencia. La variable
x representa el tiempo en segundos y la variable &, la frecuencia de la funcion en Hertz.

La transformada de Fourier de la ecuacion A.16 es:

FU(p.0)} = / " . 0)e T dp (A17)

Si f = f(z,y), entonces Fo{f} = F{R(f)}. En efecto, desglosando el lado derecho de

la igualdad anterior, se observa que:

FIR()) = [ Ry
= S )5 — wcosd — ysinO)dudye T rdp  (A18)
_ fooOO foooo f(l’7y —27r7,t(zcos9+ysm9)dl,dy

Haciendo k, = kcosf, k, = ksin0, resulta:

F{R(N)} = FAS} (A.19)

Este resultado es conocido como el teorema de cortes de Fourier, que establece que
la transformada unidimensional de Fourier de una proyeccion f(p,#) de un objeto es
igual a la transformada bidimensional de Fourier de la funcion f(z,y) evaluada en la
recta de esta proyeccion. Esta idea se demuestra en la figura A.4. En la parte izquierda
se empieza con una funcion F(x,y) y se aplica luego la transformada de Radon para
obtener una proyeccion g, a la que luego se aplica la transformada de Fourier, recibiendo
la funcion naranja G(w) en la parte superior de la figura A.4. En la parte derecha se
toma la transformada de Fourier bidimensional de la porcién naranja de F'(z,y) paralela
a la linea de proyeccion. Esta transformada de Fourier bidimensional también es igual

a la funcion G(w), representada en color naranja.

La transformada inversa de Fourier de Fo{f} da como resultado la reconstruccion

completa de f(z,y), es decir:

fla.y) = F {F{R(NY} (A.20)
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Fourier IG(W)'
ga (P)
RADON

TRANSFORM

r— -4- |
F(xy) —
Y 2D Fourier | |
Transform | |
91 X | 1 | u

| |
| |
A

Figura A.4: Teorema del corte central

Como se ha visto, es posible recuperar a la funcion f usando el teorema de cortes
de Fourier; sin embargo, implementar este método resulta muy costoso en cuestiones
computacionales debido a la gran cantidad de proyecciones que se realizan. Para esto,
se han investigado diferentes técnicas de implementacion de este tipo de reconstruccion.
Entre ellas destaca el algoritmo de retroproyeccion filtrada, que transforma las
proyecciones simples en proyecciones filtradas aplicando un filtro, con el fin de obtener

resultados méas nitidos y con menos factores de ruido.

Como su nombre indica, hay dos pasos dentro del algoritmo de retroproyeccion filtrada:
la parte de filtrado, que puede visualizarse como una ponderacion de cada proyeccion en
el dominio de frecuencia, y la parte de retroproyeccion, que es equivalente a encontrar
las reconstrucciones correspondientes a cada una de las proyecciones filtradas. A partir

de la siguiente relacion:

Rikaiky) = [ [ plae et mdady (A.21)

Se tiene que:

f(z,y) = / / Rk, k) e ket vk gk, (A.22)

Pasando de coordenadas rectangulares a coordenadas polares mediante %k, =

kcosl, k= ksinb, dk,dk, = kdkdd, se puede reescribir la ecuaciéon A.22 como:
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27 o]
f(z,y) = / / R(k, §)e>mik@cosbtusind) g g1 g (A.23)
0 0

La ecuacion A.23 puede separarse en dos sumandos considerando que 6 puede variar de

0amydena2m. Asi, se tiene:

027" f()oo R(k, g)eQWik(x cos 04y sin 6) kdkdo+

€z, = T oo . . A.24
f( y) 02 f() R(k.79 + 7T)627rzk(zcos(9+7'r)+y5111(9+7r))kdkd9 ( )
Y usando la siguiente propiedad:
R(k,0+ 1) =R(—E,0) (A.25)
La expresion A.23 para f(z,y) puede expresarse como:
f(z,y) = / [/ R(k,0)|k|e*™ ™ dk | do (A.26)
0 —o0

Donde se ha simplificado la expresion A.23 usando p = x cos 0+ ssin f. Ahora, se denota

Sg(k?) asi:

So(k) = F{R(f)} = F2{[} (A.27)

Con lo que la expresion A.26 queda como:

flz,y) = /7T Qp(x cos b + ssin 0)db (A.28)
0
Donde:
Qo(p) = /°° So(k)|kle*™* dk (A.29)

La ecuacion A.29 representa una operacion de filtrado (convolucion), donde la respuesta
en frecuencia del filtro esta dada por [k|; por lo tanto, Qg(p) es llamada una proyeccion
filtrada. Las proyecciones resultantes para distintos angulos 6 son superpuestas para

formar la estimacion de f(x,y).
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A.3.3. Coeficiente de atenuacion

La absorcion de rayos X en un medio dado va a depender de la distancia que estos
atraviesan y de su intensidad (Prince y Links, 2006). Considérese un rayo de intensidad
Iy que penetra un objeto a lo largo de una trayectoria L en linea recta, con una
distribucion no homogénea de atenuaciones p(x) (figura A.5). La intensidad del rayo
que alcanza el detector I(x) depende no solo de la distancia atravesada z, sino también
de la atenuacionp(z) de cada punto en su trayectoria. De acuerdo con la ley de Beer-

Lambert:

I(z) = Le '@ (A.30)

Donde p(z) es el coeficiente de atenuacion de masa caracteristico del material e
independiente del estado fisico. El coeficiente de atenuaciéon de masa estd dado por

el coeficiente lineal de atenuacion y la densidad del material.

Detector

Fuente de rayos X

Figura A.5: Adquisicion de las proyecciones tomograficas

Un objeto en el espacio tridimensional esta determinado por una funcion de densidad
f en el espacio R?, siendo f(z) = I, la densidad en el punto z. Una imagen de rayos X
tomada en la direccién 6 proporciona una funcién Lgf en el plano ortogonal a 6, cuyo
valor en un punto z es la masa total a lo largo de la recta a través de z en la direcciéon

0, dado por:
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Lof = /OO flz+to)dt, z €0+ (A.31)

Técnicamente Ly f es la imagen o radiografia de f (Solmon, 1976). La imagen de rayos
X se basa en este principio: un objeto absorberd o dispersara rayos X de una energia
particular de una manera dependiente de su composicion, cuantificada por el coeficiente
de atenuacion u(zx). El coeficiente de atenuacion u(x) de una sustancia es una funcion
en R? dependiente de una variedad de factores, pero principalmente refleja la densidad

de electrones.

Por consiguiente, las sustancias mas densas y las sustancias que contienen elementos
con muchos electrones tendran coeficientes de atenuacion p(z) mas altos. Esto ayuda
a explicar por qué el hueso, que contiene altos porcentajes de calcio (20 electrones),
potasio (19 electrones), fosforo (15 electrones) y magnesio (12 electrones), tiene un
coeficiente de atenuacion mucho mayor que el tejido blando, que estd compuesto
principalmente de carbono (6 electrones), nitrogeno (7 electrones) y oxigeno (8
electrones) (Epstein, 2007).

A.3.4. Adquisicion de las proyecciones tomograficas

Para capturar cada proyeccion tomogréfica, el tomografo realiza dos mediciones: I, la
intensidad inicial de cada haz de rayos X en la fuente de radiacion, y I(x), la intensidad
final de cada haz en el detector de radiacion (figura A.5). Los cambios de intensidad
para un solo haz dependen de la densidad interna del objeto a lo largo de la linea L
por la que atraviesa el rayo X. Al cambiar la orientacion de la fuente y el detector en
una geometria circular, es posible obtener mas informacion sobre la densidad interna

mirando los cambios de intensidad correspondientes de un corte.

Es posible medir tanto Iy como la intensidad de salida I(z) en el detector del tomografo

mediante la siguiente ecuacion:

I(z) = e Jur@de (A.32)

Sin embargo, resulta méas conveniente escribirla como:

p@) = —In (IE{‘)) _ /Lu(x)dx (A.33)
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La ecuacion A.33 constituye una integral de linea o transformada de Radon de los
coeficientes de atenuacion lineal a través del recorrido de los rayos X. La proyeccion
p(z), formada por las integrales de linea paralelas o en abanico, tiene implicaciones
importantes. La primera, que el detector registra la integral de linea y esta depende de
las atenuaciones en cada region del objeto en la trayectoria del rayo. La segunda, que
aunque se usa informacion volumétrica, el detector registra la proyeccion p(z), que es

una senal unidimensional para cada angulo 6.

Cada corte axial se puede dividir en una cuadricula de pixeles, o elementos de imagen
que representan una pequena parte de la imagen global. La imagen resultante se
subdivide en cierta cantidad de elementos, llamados pizeles, para poder ser almacenada
en forma de matriz (figura 2.2a). Alternativamente, los pixeles se llaman vdzeles porque

representan volimenes unitarios. Los tamanos habituales son 256 x 256, o 512 x 512.

Por convencién, un corte se ve como si estuviera mirando desde la parte inferior del
objeto (los pies en el caso de una persona) hacia la parte superior (la cabeza de una
persona), por lo que la imagen TAC especifica el lado izquierdo L del objeto y el lado
derecho R.

A.4. Estructuras de datos espaciales

A.4.1. Arreglo de etiquetas

Una de las primeras estructura de datos utilizada por los algoritmos de segmentacion es
el arreglo (array) de etiquetas (Suk y Chung, 1983; Nicol, 1995), que consiste en asociar
a cada pixel de la imagen una etiqueta tal que todos los pixeles que la compartan
pertenezcan a una misma region. Esta estructura de datos estd bien adaptada a las

operaciones que se aplican a toda la imagen, como son los operadores morfoldgicos.

Las fronteras de las regiones se definen implicitamente como los lados compartidos
por pixeles con etiquetas diferentes. Esto hace que caracteristicas vinculadas a la
frontera de las regiones, como segmentos fronterizos o regiones vecinas, requieran
una reconstruccion explicita de esta. Es posible codificar explicitamente la frontera,
por ejemplo almacenando para cada region la secuencia de pixeles adyacente que no
pertenece a ella. Tal frontera puede ser representada por uno de sus puntos y una

secuencia de movimientos (figura A.6).
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Figura A.6: Definicién de una region en 2D con un camino 4-conectado

Un inconveniente importante de las fronteras definidas como secuencia de pixeles es que
no son topolégicamente consistentes. Ademés, dos regiones adyacentes no comparten

elementos de frontera.

A.4.2. Estructuras jerarquicas

En algunos casos puede ser interesante procesar una imagen a diferentes niveles de
resolucion. Comenzando en un nivel aproximado de resolucion, la particion de la imagen
inicial puede refinarse de nivel a nivel, hasta el nivel de resolucion de la imagen original.
Las matriz-piramides (Browning y Tanimoto, 1982; Tanimoto, 2014) o M-piramides

proporcionan una descripcion de dicha multiresolucion.

Definicién 16. Una M-pirdmide P es una secuencia {M(n), M(n —1),...,M(0)} de
matrices, donde M (n) representa la imagen original, M (n — 1) una version de M (n) a

la mitad de la resolucién, y asi hasta M (0), que contiene un solo pixel.

Si un algoritmo particular tiene que acceder con frecuencia a varios niveles de resolucion,
puede ser mas facil definir las piramides en términos de arboles en lugar de matrices.
Los arbol-pirdmides corresponden a la version de drbol de M-pirdmides. Su definicion

formal puede expresarse como sigue:

Definicién 17. Un drbol-pirdmide P es un conjunto de p-nodos (k,,j) con 0 < k <
n, 0<i¢<2"—1, 0<j<2"—1. Cada p-nodo corresponde a un pixel de una
M-piramide: el p-nodo (k,4,j) es el pixel (i,7) de la imagen M (k) en la M-piramide
{M(n), M(n—1),...,M(0)}. El padre de un p-nodo (k, i, j) es igual a (k—1, [i/2],[j/2]).
donde [z] denota el mayor entero inferior o igual a z. Cada hoja de un arbol-pirdmide

representa un pixel de la imagen original.
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Si se etiqueta cada hoja con una etiqueta de region, todos los hijos de un nodo
pueden compartir la misma etiqueta y ser representados por su padre sin pérdida de
informacion. Asi, se puede podar el arbol-piramide hasta que ningin nodo tenga hijos
con la misma etiqueta. El arbol-piraAmide no es entonces més equilibrado y la estructura
resultante se llama quadtree o drbol cuddruple (Rosenfeld, 1976; Samet, 1980; Dyer et
al., 1980) (figura A.7).

(a) Subdivisién recursiva de una imagen (b) Quadtree correspondiente
2D en cuadrados

Figura A.7: Generacion de un arbol cuddruple (quadtree)

Cuando se trabaja en un espacio tridimensional, se utiliza un octree o arbol octal, que
es una estructura de datos en la que cada nodo interno tiene exactamente ocho hijos;

lo que permite particionar el espacio recursivamente en ocho octantes.

A.4.3. Grafo de adyacencia de regiones

Las estructuras jerarquicas (subseccion A.4.2) estan dedicadas a algoritmos de division
basados en regiones y no proporcionan implementaciones eficientes para algoritmos de
fusion. De hecho, calcular la adyacencia de las regiones con una estructura de arbol
puede implicar un procesamiento complejo. Ademés, la fusion de dos regiones que
comparten diferentes padres rompe la estructura del arbol. Una estructura de datos
habitual para realizar operaciones de fusion es el grafo de adyacencia de regiones GAR

(Region Adjacency Graph).
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(a) Imagen segmentada en seis regiones  (b) Grafo de adyacencia del conjunto de regio-
nes de la figura A.8a

Figura A.8: Generacion de un grafo de adyacencia de regiones

La figura A.8a muestra una imagen 2D segmentada en seis regiones. Cada nodo del
grafo de adyacencia representa una region de la imagen segmentada, y dos regiones

adyacentes comparten una arista en el grafo (figura A.8b).

La fusion de dos regiones r; y 7o implica actualizar los nodos correspondientes en el
GAR al contraer la arista que enlaza sus nodos. Ambos nodos 7, y ry se fusionan, y
el nodo resultante se enlaza a cada nodo de una region adyacente a r; o 9. Luego
se eliminan las aristas muiltiples, que son aquellas que unen los mismos dos nodos. La
figura A.9a muestra las regiones 4 y 5 que seran fusionadas. La figura A.9b muestra el

grafo de adyacencia actualizado.

o o [ ]
7~
3 2 7 3 2 45
J ! L
1 e._ _© 1 ®
5 G 6
(a) Regiones 4 y 5 que seran fusionadas (b) Grafo de adyacencia actualizado

Figura A.9: Fusion de regiones en un grafo de adyacencia

El grafo de adyacencia de regiones se puede implementar como plexos o una lista de
adyacencia o un medio arreglo de bits. Cuando se implementa como un medio arreglo,
la fusion de dos nodos i y j requiere invalidar la linea y la columna i y actualizar la

linea y la columna j. El grafo de adyacencia de regiones se puede usar junto con un
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arreglo de sus descripciones. Cada entrada de este arreglo puede contener parametros
de una region, los cuales se actualizan durante fusiones sucesivas y se pueden utilizar
para etiquetar las aristas del GAR. Por ejemplo, este arreglo puede contener el color
medio de las regiones. Asi, en cada paso del algoritmo de fusion se pueden fusionar las

dos regiones 71 y 72 de manera que:

= Las regiones r; y 79 son adyacentes en el GAR.

= La distancia media de color entre r; y ro es minima.

Pardmetros tales como la media, la varianza o el histograma pueden actualizarse
eficazmente durante sucesivas operaciones de fusion. Por lo tanto, los grafos de
adyacencia de regiones dan una descripcion eficaz de las regiones adyacentes. Ademaés,
las relaciones de adyacencia y la mayoria de los parametros de las regiones pueden
actualizarse eficazmente durante sucesivas operaciones de fusién. Sin embargo, la

division de una region r en un conjunto de regiones 1,79, ..., 7, implica:

= Suprimir la region r en el GAR.

= Recorrer las regiones 7y, 79, ..., 7, para insertar los nodos correspondientes y las

relaciones de adyacencia en el GAR.

En consecuencia, la actualizacion de la estructura GAR después de una operacion de
division involucra demasiados céalculos. Por esto, la estructura de datos GAR se utiliza

preferiblemente en algoritmos de fusion.

Todas las estructuras estudiadas se dedican principalmente a un tipo de operacion de los
datos. Los arreglos de etiquetas y las estructuras jerarquicas se dedican a operaciones
de division, mientras que la estructura de datos de cadenas, la transformada de eje
medio y el grafo de adyacencia de regiones se dedican a operaciones de fusion. Ademés,
cada estructura es conveniente para calcular un subconjunto de parametros, pero puede
inducir un procesamiento complejo para otros casos. Por ejemplo, el célculo de la
frontera de una region dada usando una estructura de datos quadtree requeriria muchos

céalculos.

Por otra parte, las estructuras de datos presentadas en la subseccion 3.3.1 se pueden
utilizar para operaciones de division y de fusion. Ademas, estas estructuras permiten

célculos eficientes de los parametros requeridos por los algoritmos de segmentacion.
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