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INTRODUCCION

Este documento presenta los planteamientos de una investigacion sobre el trabajo
que se puede realizar con estudiantes, futuros profesores de matematicas, a partir del
analisis de una obra histérica, en este caso la Geometria de René Descartes. En el in-
terior, se encuentran los planteamientos teéricos que hacen pensar la historia como
un elemento importante para la formacion del profesor de matematicas, en especial,
respecto al conocimiento matematico de referencia, que permite que el estudiante,
futuro profesor de matematicas, reflexione sobre aspectos ontolégicos y epistemolo-
gicos del conocimiento matematico.

En este sentido, el documento no es una reflexion histérica ni pretende encontrar
aspectos no conocidos alrededor de la obra, més bien hace uso del conocimiento
que los historiadores en matemdticas han construido sobre ella, para elaborar un
andlisis de contenido descriptivo que permita puntualizar aspectos aprovechables
para la formacién de profesores en esta drea de conocimiento.

Se pretende mostrar, a partir de un ejercicio académico, la importancia de pensar
la historia de las matematicas como el nicho de practicas matematicas donde emer-
gieron aspectos relacionados con el saber de esta ciencia; de esta manera, se analiza
la practica matematica desde seis actividades:

* Descubrimiento.

e Explicacion (subjetiva y objetiva).

e Formulacion.

e Aplicacion.

e Justificacion. Prueba de teoremas. Definiciones y axiomas.

e Representacion. Sistemas de simbolos y sistemas de diagramas.



iz

El conocimiento didactico del profesor de matematicas

No se pretende hacer entender que la Gnica manera de trabajo histérico para la for-
macion del futuro profesor de matematicas sea el desarrollo literal de acontecimien-
tos historicos, tal como se trabajaron cuando fueron descubiertos; lo que se asume es
que alrededor de la historia de las matemdticas se encuentran aspectos que fortale-
cen el conocimiento especializado que debe desarrollar quien desee ejercer la pro-
fesion de ser profesor. Indudablemente, es posible que una forma de hacerlo sea con
problemas que permitan reconocer y comprender practicas matematicas trabajadas
en diversos acontecimientos historicos.

El documento muestra, a partir de la obra de Descartes, dos aspectos diferencia-
dos, pero complementarios: el saber histrico necesario para el formador del futuro
profesor de matemadticas y las posibilidades de trabajo con un grupo de estudian-
tes de la Licenciatura en Educacién Bésica con Enfasis en Matematicas (LEBEM),
alrededor de las componentes specialized content knowledge (SCK) y common con-
tent knowledge (CCK) propuestas por Ball, Thames y Phelps (2008) para el conoci-
miento didactico de contenido.

Este ejemplo se realizé en dos cursos de la Licenciatura: Problemas del Algebra
Geométrica y Diddctica del Algebra; en el primero, a partir de la resolucién del
problema de dividir el volumen de una esfera en una razén dada, se analiza el tipo
de resolucién del problema y los medios que utilizan los estudiantes para justificar
la solucién planteada. Este problema es arquimediano, pero no fue escogido por ser
histérico, sino porque su tratamiento implica la formulacién y el analisis de dife-
rentes actividades asociadas a practicas matematicas que pueden ser analogas a las
formalizadas en el texto histérico Geometria de Descartes.

En el curso de Didactica, desde la vision de la practica de reflexion (Arboleda Apa-
ricio, 2012) por parte del profesor (hasta de su propia formacion), se analizan los ob-
jetos matemdticos que se usan y emergen en la practica matemdtica que realizaron en
el curso de Problemas, los cuales se comparan con aspectos del libro dos de Euclides.

En general, este escrito es un inicio en este tipo de reflexiones; por tanto, quedan
abiertas varias preguntas en relacion con la formacién de profesores y las posibilida-
des desde la filosofia de las practicas matematicas de desarrollo de la dupla Educa-
cién Matematica-historia de las matematicas.

El documento esta repartido en seis capitulos: el primero plantea los cuestiona-
mientos y las motivaciones para llevar a cabo este estudio; el segundo describe los
referentes teéricos desde donde posibilitamos hablar de la relacién historia de las ma-
tematicas-formacion de profesores; el tercer capitulo muestra el analisis de contenido
descriptivo de la obra Geometria de Descartes, que se realizé para conocer y deter-
minar las actividades de las practicas mateméticas asociadas a los diferentes trabajos
construidos en el libro. El siguiente capitulo, a partir del andlisis desarrollado sobre la
obra de Descartes en el capitulo anterior, enfatiza en los asuntos a trabajar con los es-
tudiantes; el quinto capitulo describe y analiza la experiencia Ilevada a cabo con los



Introduccién

estudiantes para profesor de matemdticas de la Universidad Distrital Francisco José
de Caldas en dos cursos: Problemas del Algebra Geométrica y Didactica del Algebra;
finalmente, en el Gltimo capitulo se hace una reflexién sobre la importancia de la his-
toria de las matematicas en la formacién de profesores de matemdticas y se proponen
algunos aspectos que pueden profundizarse en estudios posteriores.
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CapiTuLo |. MOTIVACIONES DEL ESTUDIO

Para efectos del desarrollo de las razones que hacen pertinente y necesario el plan-
teamiento y la gestion de esta experiencia investigativa, subdividiremos este apartado
en dos espacios: el primero hace referencia al campo de investigacion que relaciona
la historia de la matematica con la formacién de profesores de matemadtica. El segun-
do justifica la eleccién de la obra histérica Geometria, publicada en 1637 por René
Descartes, para esta investigacion.

El conocimiento del profesor de matematicas

Hace mas de dos décadas que las componentes del conocimiento del profesor se plan-
tean como objeto de estudio en la comunidad cientifica que trabaja en el campo de
la educacion; en especial en Educacién Matematica existen diferentes experiencias
de investigacion que hacen referencia a ello. Al revisar la literatura especializada re-
portada en el Third International Handbook Education Mathematics (Clemens, Bishop,
Keitel, Kilpatrick y Leung, 2013), se evidencia que desde la investigacion, este aspecto
del conocimiento del profesor de matemdticas es abordado desde diversos campos:
como la vision social, politica y cultural de la Educacién Matematica (Janblonka, Wag-
ner y Walshaw, 2013); las politicas de evaluacién de estudiantes (Trouche, Drijvers,
Gueudet y Sacristan, 2013); hasta la revision de libros de texto especializados; analisis
de videos de clases o la interaccion con la tecnologia (Leung, 2013).

De igual manera, el éxito o fracaso de los estudiantes en pruebas internacionales
es relacionado con la formacién que tienen los profesores; en este sentido, el tra-
bajo propuesto por Blomeke, Feng, Kaiser y Schmidt (2014) muestra la importancia
del desarrollo de estudios que permitan actuar sobre el conocimiento matematico y
el conocimiento didactico del contenido de los profesores, pues los paises con mejor
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desempeno en las pruebas internacionales para estudiantes tienen los profesores con
mejor desempefio alrededor de estos dos tipos de conocimientos.

Es evidente, después de revisar este documento, que esta problemdtica es comin
a los diferentes dmbitos de la Educacion Matemdtica, y seguird siendo abordada. Por
ejemplo, Zaslavsky y Sullivan (2011) muestran la evolucién de la problematica de la
formacién de profesores desde diferentes tareas y conocimientos que los investigado-
res han desarrollado especificamente para esta formacion, y reconocen que las practicas
de los estudiantes que seran profesores de matematicas deben cambiar y, de alguna
manera, ejemplifican modelos desde los cuales es posible aprender matematicas.

Una revision de las tendencias de investigacion que se desarrollan alrededor de
esta problematica en la década comprendida entre 1999 y 2009 es la realizada por
Sanchez (2011), quien —después de revisar las siguientes fuentes de informacion:
investigaciones internacionales mas consultadas; libros especializados en el tema;
trabajos publicados en actas de congresos internacionales, en especial el ICME y
PME; articulos de las revistas Educational Studies in Mathematics (ESM) y Journal of
Mathematics Teacher Education (JMTE)— reconoce dos tendencias para abordar esta
problematica: la relacionada con la reflexion de la practica del profesor y la que se
basa en presupuestos tedricos.

Respecto a la segunda tendencia, Sdanchez (2011) afirma que se reconocen las
categorias propuestas por Lee Shulman como motivadoras de una discusion actual
en el campo de la formacion del profesorado de matematicas, en especial las que
hacen referencia a cuestiones sobre el conocimiento didactico y matematico del
profesor. Este autor, en 1986, Ilamé la atencién sobre el tipo de comprensiones que
tienen los profesores de la materia, la pedagogia y las formas como relacionaban
estos conocimientos con su quehacer como docentes.

Su primera caracterizacion del conocimiento del profesor involucré (Gess-
Newsome, 2002) el tema, lo pedagdgico y lo curricular, algunos refinamientos a
las caracteristicas de estos; permitié definir siete categorias respecto al conocimien-
to del profesor: conocimiento de la materia, pedagégico general, curricular, de los
alumnos, de los contextos educativos, fines y valores educativos y conocimiento
didactico del contenido. Este documento versa sobre este Gltimo conocimiento, que,
seglin Marcelo, “es una amalgama de contenido y didactica” (citado en Bolivar,
2005). Aspecto que permite cuestionar el tipo de conocimiento tanto de la materia
como de la didactica especifica que tiene el profesor y, de igual manera, permite
encontrar enlaces en la practica y teoria de uno respecto al otro.

De manera mas especifica, autores como Ball, Thames y Phelps (2008) hacen re-
ferencia a cuatro subcategorias del conocimiento diddctico del contenido: 1) el co-
nocimiento de los contenidos comunes (CCK), es decir, el manejo del conocimiento
matematico que se puede poner en juego con estudiantes, pero que es comin a
otro tipo de profesiones, no es exclusivo de la ni para la ensenanza; 2) el conoci-
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miento de contenido especializado (SCK), que es el conocimiento matematico y
habilidad necesaria de forma tnica por los profesores en la realizacion de su trabajo,
conocimiento que los especializa para la ensefianza; 3) el conocimiento del conte-
nido y de los estudiantes (KCS), relacionado con la prediccién y la interpretacion de
los procesos de los estudiantes cuando se les entrega una tarea, y 4) el conocimiento
de los contenidos y la ensenanza (KCT), que relaciona acciones del profesor destina-
das a la instruccién, organizacion del proceso de ensefanza. Especificamente, este
proyecto de investigacion indaga sobre la formacion de un grupo de estudiantes para
profesor respecto a CCK 'y SCK.

La historia de la matematica en la formacion de profesores

Es un hecho que la relacién entre la Educacién Matemadtica e historia de la matema-
tica existe desde las reflexiones iniciales sobre la primera disciplina. Existen registros
de esta; desde hace mas de un siglo, Félix Klein (primer presidente de ICMI, de 1908
a 1920) diagnosticé y trabajé en relacion con las posibilidades y potencialidades de la
historia de la matematica en los aspectos relacionados con la ensefianza y aprendizaje
de las matematicas. De igual manera, consideraba el conocimiento histérico como
parte fundamental de lo que debia aprender y reflexionar un profesor de matematicas.

El estudio realizado por Fauvel y Maanen (2002) muestra que en el siglo pasado
diferentes perspectivas tedricas le dieron vida a esta relacion, la cual aparece rela-
cionada en la vision antropoldgica y en la perspectiva sociocultural, generadas en el
desarrollo de la Educacién Matematica. En lo que respecta a la formacion de profe-
sores, este estudio muestra que en diferentes paises, entre ellos Brasil, China, Italia,
Francia, Alemania, Austria, entre otros, la incorporacién de aspectos relacionados
con historia de la matematica se da, en su mayoria, a través de cursos sobre el tema.
Sin embargo, informes como el realizado por Schubring (2002) muestran en diferen-
tes paises de Asia y Europa diversas experiencias que incluyen tépicos de historia de
la matematica en la formacién de profesores, lo que permite concluir que la relacién
historia de la matematica-formacién de profesores tiene tradicion como tépico de
discusion dentro de la comunidad internacional, pero no son completamente claras
las intenciones de este tipo de formacién para los docentes de matematica.

Al respecto, los articulos internacionales que reportan experiencias respecto al
uso de la historia de la matematica en la formacion de profesores (Guacaneme,
2010) lo hacen para:

e Transformar su vision del conocimiento matematico y de las matematicas, y
aportan al conocimiento disciplinar del profesor de matematicas.

e Cualificar y mejorar sus conocimientos y actitudes para la ensefianza de las
matemdticas, y aportan al conocimiento pedagégico del contenido del profesor.

e Ofrecer a los profesores recursos y una manera alternativa de ensefiar matemati-
cas y, de esta forma, fortalecer el conocimiento pedagdgico del contenido.
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e Fortalecer la valoracién y el papel de la profesion docente.

e Cumplir con requisitos evaluativos.

Sin embargo, en el desarrollo de esta relacién, se sitdan algunos asuntos que no
estan totalmente abordados:

[...] hacen falta estudios que clarifiquen la relacién respecto al tipo de conocimien-
to disciplinar que se construye; sobre el tipo de historia que favorece el conocimiento
del profesor de matematicas; es mas, hace falta un proceso de transposicion didactica
que reescriba la historia para ser utilizada en la formacién de profesores de matema-
ticas. (Guacaneme, 2010 p. 2)

En este sentido, e intentando recopilar las razones expuestas para dar uso a la histo-
ria de la matematica en diferentes reportes de investigacion, Guacaneme afirma que

En conjunto, tales argumentos ofrecen un panorama en el que se reconoce
una perspectiva prescriptiva de la HM como fuente de artefactos,' de diferen-
te orden, que favorecen el conocimiento del profesor de matematicas o que
pueden ser usados en el ejercicio docente. (2011, p. 4)

Dichos artefactos son clasificados por este autor en tres categorias: visiones de la
actividad matematica; visiones de los objetos matematicos y competencias profesio-
nales. En cada una de ellas se concibe de manera diferente el tipo de conocimien-
to histérico que se pone en juego, su uso y el tipo de conocimiento tedrico y practico
que se podria favorecer en el profesor.

Nuestro pais no ha sido ajeno a estas reflexiones y problemética y, al igual que en
el resto del mundo, en los programas de formacién de profesores, se mantiene la ten-
dencia de espacios académicos que reflexionan sobre este conocimiento, aunque con
las mismas dificultades que antes se presentaban; no queda claro cudles son sus inten-
ciones. De acuerdo con el informe de investigacion de Torres y Guacaneme (2012), en
las trasformaciones que en los Gltimos anos sufrieron los programas de formacion de
profesores no se aclara la participacién de este conocimiento en la formacioén, pero al
indagar a estudiantes y profesores involucrados en estos procesos de formacion, todos
los actores reconocen cierta importancia al trabajo en historia de la matematica, que
también puede ser clasificado a partir de los artefactos anteriormente nombrados.

De esta manera, la relacién entre formacion de profesores de matematicas e his-
toria de las matemdticas es un campo abierto en Educacién Matemadtica. En esen-
cia y al respecto, este documento pretende mostrar una experiencia de andlisis de
una obra histdrica, una propuesta para dos espacios académicos de futuros pro-
fesores de matematicas, y procura aportar en cuanto a la relacion historia de las
matematicas-formacién de profesores.

1 En el sentido planteado por Verillon y Rabardel (1995), un artefacto llega a ser una herramienta cuando los
usuarios son capaces de emplearlo para sus propios propésitos.
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Un espacio para pensar en la formacién del profesor.
La Licenciatura en Educacidon Basica con Enfasis en Matematicas
de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Como parte de las reflexiones e investigaciones que realiz6 un grupo de profesores
de la Universidad a finales de la década de 1990 e inicios de este siglo, que en ese
momento pertenecian a la Licenciatura en Matematicas, después de un serio y argliido
debate, se dio inicio a un programa curricular pensado para la formacién de profesores
en el 4rea, denominado Licenciatura en Educacién Bésica con Enfasis en Matematicas
(LEBEM). Este nuevo espacio académico pretende ser un proyecto de investigacion
sobre la formacién de profesores de matematicas a partir de las siguientes posiciones:

1. El convencimiento de que el saber profesional del profesor debe discutir sobre
la naturaleza de lo que ensefia, del para qué ensefia, a la vez de qué se apren-
de, para qué se aprende y del por qué se aprende. Lo que constituye tratar de
explicitar las concepciones previas de los alumnos y de los profesores para luego
transformarlas.

2. Lla critica al modelo de curriculo (asignatura, estructurado sobre la linealidad
de la matemdtica y desvertebrado), el cual representa, para nosotros otro obs-
taculo para abordar un tipo de ensefianza que promueva el aprender auténomo
basado en la resolucién de problemas.

3. Laaceptacion de la perspectiva constructivista y de las matematicas como activi-
dad humana imponen para nosotros modelos de actuacién profesoral diferentes
a los tradicionales, y entonces se requiere la investigacién como una posibilidad
de lograr conocimiento sobre lo que hacemos y lo que debemos hacer. (Univer-
sidad Distrital Francico José de Caldas, 2000, p. 7)

Como se puede evidenciar, los principios de LEBEM incluyen una idea diferente
a la tradicional sobre la matemética y, sobre todo, una perspectiva novedosa de la
formacion de profesores. Es evidente que la operatividad, la metodologia y el desa-
rrollo de estos propésitos implican una nueva formulacién curricular en donde los
problemas del profesor, su conocimiento y practica sean objeto de estudio tanto de
los estudiantes para ser profesores como de los formadores.

De esta manera, asumir el proyecto curricular como un proyecto de investigacion
tiene como eje central dar respuesta a la pregunta:

[...] squé formacién debe tener un profesor de jévenes y nifos, que pretende ayudarles
a ingresar (o profundizar) en el ambito del trabajo académico y particularmente en el de
la matematizacion constructora de mundo, y lo pretende hacer sin ejercer segregacion
ni otras formas de violencia? (Universidad Distrital Fancisco José de Caldas, 2000, p. 26)

Este proyecto ha trabajado durante las Gltimas décadas alrededor de este propésito;
para ello, ha declarado una forma de trabajo para conseguir los objetivos y la reso-
lucién de problemas. En LEBEM, los espacios académicos son gestionados a partir
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de las ideas propuestas por Charnay, y como se afirma en Universidad Distrital
Francisco José de Caldas, para el proyecto, existen dos tipos de objetivos alrededor
de estos planteamientos:

1. Metodoldgico: aprender a resolver problemas, a investigar, a comunicar, a ar-
gumentar, a aceptar las criticas y otros puntos de vista. Se logra en la actividad
misma.

2. Cognitivo: se apunta a la reconceptualizacién de los conocimientos presentes, o
hacia la construccién de un nuevo conocimiento a través de la actividad de la
resolucién de problemas. (2000, p. 21)

Esta apuesta de proyecto de investigacion curricular, que se orienta y se hace reali-
dad en las aulas de clase a partir de la resolucién de problemas, deja claro que los
formadores de profesores de matematicas tenemos un campo de desarrollo profesio-
nal en la investigacion del cémo, por qué, para qué y con qué es posible formar un
ser humano como un profesional de la Educacién Matematica.

Curricularmente, el proyecto se organiza a partir de cuatro ejes de conocimiento
para el profesor de matematicas: didactica, problemas, contextos y practica. Este
Gltimo es el eje integrador de los demas, pues se considera que se aprende a ser
profesor en el ejercicio diario del hacer. Finalmente, la malla curricular del proyecto
se proyecta de la siguiente manera (figura 1).

Figura 1. Plan de estudios por créditos Licenciatura en Educacién Basica con Enfasis en
Matematicas

LICENCIATURA EN EDUCACION BASICA CON ENFASIS EN MATEMATICAS
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Fuente: Universidad Distrital Francisco José de Caldas (2000, p. 25).
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Para efectos de esta indagacién, nos vamos a centrar en los espacios académicos de
Problemas del Algebra Geométrica y Didactica del Algebra, los cuales son propues-
tos para el cuarto semestre y se encuentran adscritos al ntcleo problémico de mate-
maticas escolares. El espacio de problemas tiene como objetivo ampliar el espectro
en los estudiantes que se forman para ser profesores de matemadticas, respecto a las
diversas manifestaciones que refiere el término dlgebra como rama de las matemati-
cas que tiene relacién con la geometria, y también, por ejemplo, con dreas como la
aritmética, la légica y el analisis. El centro del curso no solo se encuentra en la cons-
truccion de tematicas, sino principalmente en el andlisis y la reflexion que se pueden
realizar sobre situaciones en donde intervengan las relaciones entre la geometria y
el algebra, a partir del uso y manejo de diversas representaciones que potencien el
desarrollo conceptual de los estudiantes en el algebra geométrica.

El curso de Didactica pretende que los estudiantes se apropien de un discurso
que les permita analizar aspectos fundamentales en la construccion de pensamien-
to algebraico y, desde ahi, analizar los procesos y las rutas que se proponen en la
escuela. Algunos aspectos como, por ejemplo, las interpretaciones de la letra, el pro-
ceso de construccién de la simbolizacion en el desarrollo de taxonomias de objetos
matematicos, el papel y desarrollo de la solucién de ecuaciones y el papel del de-
sarrollo de la representacion de curvas en el proceso algebraico de las matematicas
son temas abordados durante el desarrollo del espacio académico.

La obra matematica de Descartes. Un buen ejemplo
para este estudio

Para realizar este trabajo de investigacion y dar inicio a las reflexiones que pretende-
mos dar sobre el papel de la historia de la matematica en el conocimiento didactico
del profesor de matematicas y con el animo de estudiar esta relacion alrededor de un
grupo de estudiantes, fue necesario acotar la tematica que abordamos durante el desa-
rrollo; en este sentido, se escogio la obra Geometria de Descartes, publicada en 1637.
Las razones que nos llevaron a interesarnos en este texto se pueden resumir en dos:

Primero, el conocimiento matematico expuesto en la obra: seglin algunos histo-
riadores de la matematica (Boyer, Pastor, Collette, Kline), esta obra pasa a la historia
por contener los principios de la geometria analitica, elementos que entregaban
a la humanidad otra forma de trabajo de los problemas geométricos, diferente al
sintético, expuesto por Euclides. En ella, se encuentran aspectos relacionados con
el andlisis de curvas, una solucién al problema clasico de la triseccién del dngulo,
al problema de Pappus y una taxonomia de curvas a partir del andlisis de represen-
taciones simbdlicas asociadas a problemas geométricos:

Hay una gran unanimidad en considerar a la Geometria de Descartes como una de
las obras mas importantes en la historia del pensamiento matematico. Al utilizar el
Algebra simbélica como herramienta algoritmica bésica, Descartes realiza una nueva
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lectura de la Geometria griega, que supera sus limitaciones y rebasa sus conquistas
geométricas. A base de elaborar una excelente herramienta para enfrentar y resolver
problemas geométricos antiguos y modernos, Descartes libera a la Geometria de la
dependencia a la estructura geométrica de las figuras e introduce una forma de solu-
cién de los problemas basada en la aplicacién del Andlisis mediante la intervencién
del Algebra. (Gonzélez Urbaneja, 2004, p. 3)

De esta manera, estudios historicos respecto al desarrollo del algebra (Van der Waer-
den, 1985; Bashmakova y Smirnova, 2000; Tabak, 2004) desarrollan los aspectos
fundamentales de la obra de Descartes; sin embargo, estos son generales y un poco
anecdoticos, no puntualizan respecto al tipo de problemas que trata la obra ni desa-
rrollan en su totalidad el andlisis de la Geometria. A pesar de lo anterior, estos libros
hablan de la importancia que la obra tuvo en el desarrollo de la teoria de resolucién
de ecuaciones, la representacion simbdlica y la geometria analitica.

Quizas los trabajos que desde el punto de vista histérico y epistemolégico desa-
rrollan de manera mas completa el trabajo matemético de Descartes son los de Bos
(1981, 1988, 2001); en estos documentos, se trabaja la estructura de la Geometria
y su importancia epistemoldgica a partir de la nocién de construccién y exactitud.
Para ello, el autor recorre el documento y lo relaciona con los métodos de solu-
cién de problemas geométricos griegos, los trabajos geométricos de Clavius, alge-
braicos de Vieta, y posiciona a la Geometria como un documento trascendental en
el entendimiento de las tempranas matematicas modernas.

En especial, Bos nos permite considerar que la obra matematica de Descartes
tiene en su interior aspectos importantes para la formacién del profesor de matema-
ticas, en el sentido en que se postula como importante no solo en la formulacion
de los principios de un drea como la geometria analitica, sino también en la cons-
truccién de la concepcién de aspectos intimos de la disciplina matemdtica y en el
andlisis y la reflexién sobre los cambios epistemoldgicos y representacionales en
la geometria a partir del algebra. Sin embargo, el estudio que plantea Bos (1981)
sigue mirando la estructura del documento de manera lineal, por libros, asunto que
creemos puede romperse a través de factores que se conoce que trabaja, por ejem-
plo, el analisis de curvas o la relacion entre la representacion algebraica y la repre-
sentacion grafica o geométrica. La tabla T muestra la estructura de la obra segtn Bos.
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Tabla 1. Estructura propuesta por Bos

Book I: Plane problems Géométrie  QOeuvres
Pp: vol. 6 pp:
I-A Geometrical interpretation of the 297-300 369-372

operations of arithmetic

I-B Problems, equations, construction of 300-304 372-376
plane problems

I-C Pappus’ problem; deriving the equation, 304-315 377-387
cases in which the problem is plane

Book II: Acceptability of curves
II-A Acceptable curves, their classification 315-323 388-396

II-B Pappus’ problem continued, solution of  323-339 396-411
the three- and four-line problem, plane
and solid loci, simplest case of the
five-line locus

II-C Acceptability of pointwise construction  339-341 411-412
of curves and construction by strings

II-D Equations of curves, their use in finding 341-352 412-424

normals
II-E Opvals for optics 352-368 424-440
II-F Curves on non-plane surfaces 368-369 440-441

Book III: Simplicity of curves and
of constructions

ITI-A Acceptability of curves in constructions, 369-371 442-444

simplicity
III-B  Equations and their roots 371-380 444-454
III-C  Reduction of equations 380-389 454-464

III-D  Construction of the roots of third- and  389-402 464-476
fourth-degree equations, solid problems

III-E  Construction of the roots of fifth- and 402-413 476-485
sixth-degree equations, “supersolid”
problems

Fuente: Bos (2001, p. 291).

Segundo, el poco interés que muestran los textos y articulos relacionados con didac-
tica del algebra que hacen uso o referencia a aspectos historicos de esta tematica:
al revisar documentos que abordan como parte de sus marcos teéricos reflexiones
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histéricas (Malisani, 2003; Sessa, 2005; Filloy, Puig y Rojano, 2008) y que son re-
ferentes en la comunidad hispana que trabaja en diddctica del dlgebra, la obra de
Descartes aparece de manera sucinta, se nombra, pero no hay un andlisis detallado
que permita utilizarla de manera didactica; por ejemplo, si sucede con el trabajo que
relaciona al libro Il de los Elementos de Euclides. Al respecto, en Sessa se hacen las
siguientes afirmaciones sobre el trabajo de Descartes:

[...] lleva adelante un proyecto esencialmente nuevo: resolver problemas geométricos
a través de la herramienta algebraica. La estrategia que propone es la de representar
los objetos geométricos a través de objetos numéricos: los puntos se identifican con
pares de nimeros y las rectas con conjuntos de pares que verifican una cierta ecua-
cién... El principio de homogeneidad, presente en el trabajo en matematicas por mas
de veinte siglos, pierde vigencia con este tratamiento. (2005, p. 61)

Aunque la referencia muestra el establecimiento de un cambio epistemolégico en re-
lacién con la representacion de los objetos matematicos, la propuesta didactica rea-
lizada por Sessa (2005) en relacién con este aspecto carece de uso. Los asuntos que
se reconocen en la obra de Descartes quedan nombrados, pero sin uso en el desa-
rrollo de propuestas; pareciera que la ruptura de la homogeneidad y la identificacién
de puntos como pares estuviera separada del desarrollo del dlgebra, aspectos que
los historiadores no reconocen, pues se considera la obra de Descartes fundamental
en el desarrollo de las matematicas modernas iniciales y, por tanto, es comprendido
como uno de los fundadores del algebra. En sus obras, autores como Bos (2001),
Bashmakova y Smirnova (2000), Van der Waerden (1985) dedican capitulos o li-
bros completos al anélisis y el desarrollo de la obra matematica de Descartes y su
relacion con el algebra.

Asi como los dos aspectos anteriores, no se evidencia trabajo didactico rela-
cionado con la importancia epistemolégica de los siguientes aspectos: la solucién
dada por Descartes al problema de Pappus, el cambio en la nocién de curva, la
nocion de construcciéon matemadtica, de exactitud, las nociones de rigor y validez
en matematicas.

Al parecer, y de acuerdo con las indagaciones realizadas, existe mucha distancia
y, de alguna manera, una falta de uso de las indagaciones histéricas, realizadas por
los historiadores de la matemdtica respecto al trabajo matematico de Descartes y las
reflexiones epistemoldgicas que realizan los investigadores en Educacion Matemati-
ca respecto al algebra. Sin embargo, parece apenas natural creer que este tipo de co-
nocimiento, el desarrollado por Descartes en la Geometria, debe hacer parte de las
discusiones de los futuros profesores de matematicas, asi como sucede con los tra-
bajos de Euclides o las reflexiones sobre los indivisibles e infinitesimales. Por esas
razones vemos que los aconteceres del inicio de las matemdticas de la Modernidad,
y en especial el trabajo de Descartes, son un aspecto sin explorar en la formacion de
profesores de matemdticas.
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Mas ain, si se comprende la historia como una practica social en donde dife-
rentes discursos se concentran para generar una interpretacién de los dominios del
saber, “que posibilita no solo la aparicion de nuevos objetos, conceptos y técni-
cas sino que también propicia el nacimiento de formas totalmente nuevas de sujetos
y sujetos de conocimiento” (Foucault, 1996, pp. 6-7), se reconoce que en el caso
de la Geometria de Descartes existe una perspectiva filoséfica que se hace efectiva
en las herramientas analiticas que se usaron para analizar problemas geométricos
desde el punto de vista del algebra. En este sentido, el profesor de matematicas tiene
una vision de la historia que le permite potenciar el desarrollo de su pensamiento
matemdtico y configura elementos que le posibilitan construcciones respecto del
conocimiento didactico del algebra.






CaPiTULO 2. CONSIDERACIONES TEORICAS
DEL ESTUDIO

Este capitulo presenta las posiciones tedricas respecto al objeto de estudio. Inicial-
mente se realiza un planteamiento sobre las matematicas como practica social, el
papel de la historia en ese sentido, su relacién con la Educacion Matematica y su
importancia en la formacion del profesor de matematicas. Luego, se representan
estas consideraciones respecto al conocimiento didactico del contenido, en especial
para el caso de CCK y SCK, propuestos por Ball, Thames y Phelps (2008).

{Qué hay en la historia de la matematica que le interesa
al formador de profesores de matematicas?

Inicialmente, quisiéramos plantear que esta pregunta puede tener varias respuestas
dependiendo de las consideraciones que se realicen sobre lo que son las matemati-
cas y lo que seria importante en su historia, al igual que lo que consideremos debe
ser el conocimiento del profesor de matematicas; en ese sentido, tomaremos una
posicion sobre estos asuntos.

La matematica como practica social

Compartimos que “las matematicas son el producto de una practica humana comun,
pero al mismo tiempo este producto es parcialmente independiente de la practica
que la produjo” (Glas, 2007, p. 25). De esta manera, consideramos este conocimien-
to como producto del hacer que los humanos hemos construido a partir del ejercicio
de unas practicas determinadas y sobre estas reconocemos unas formas de conocer
y proceder al interior de la comunidad.

Las consideraciones actuales sobre las matematicas permiten hacer una diferencia
socioldgica al interior de ellas; como afirma Azzouni (2007), las matemdticas son Gni-
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cas como practica social, pues la practica de los grupos sociales que las ejercen no ne-
cesariamente presionan la visién epistemoldgica de las matemdticas rigidas, los objetos
que son construidos socialmente quedan relegados o, mejor, sucumben a la légica y
rigurosidad propuesta por la légica y la teoria de conjuntos, estableciendo cierta rigidez
social en el cimulo del pensamiento matemdtico actual. Segln este autor, esto diferen-
cia a las matemadticas de otras practicas sociales, pues la actividad que, por ejemplo, se
ejerce durante afios no modifica las consideraciones sobre las matematicas.

A partir de estas consideraciones, entendemos que las formas simplificadas en
las que se consideran las matematicas actuales difieren de las practicas como son y
han sido construidas; en este sentido, existirian dos tipos de practicas para el mate-
matico: las que permiten formalizar las matematicas y las que permiten crearlas. No
necesariamente el hecho de trabajar en unas requiere el reconocimiento y la cons-
truccién de las otras. De hecho, como lo afirma Azzouni (2007), es posible que no se
pueda describir el acceso epistemoldgico a un concepto. Entonces podemos afirmar
que la practica del matematico consiste en la demostracion de teoremas, el rigor de
las matematicas; sin embargo, consideramos que muchos otros sujetos, entre ellos el
profesor de matemdticas, deberian reconocer otro tipo de practicas y posiblemente
vivir [a emergencia epistemoldgica de algunos conceptos.

Con los anteriores planteamientos es posible ingresar y profundizar un poco en
las posibilidades tedricas de estas ideas que se proponen alrededor de la filosofia na-
turalista de las matematicas y sus posibles implicaciones en la formacion del profe-
sor de matematicas. Comprendemos la idea de practica en general, y no solo para el
caso de las matematicas; como lo hace Foucault (1996), que la entiende como la di-
namica que permite normalizar, determinar, regular y organizar un discurso, el cual
debe su existencia a una compleja multiplicidad de interpretaciones del mundo.
Esta posicion tedrica implica comprender que el estudio de la practica humana reve-
la nuevas formas de pensar y comprender el accionar de un sujeto; en este sentido,

[...] las practicas sociales pueden llegar a engendrar dominios de saber que no solo ha-
cen que aparezcan nuevos objetos, conceptos y técnicas, sino que hacen nacer ademas
formas totalmente nuevas de sujetos y sujetos de conocimiento. El mismo sujeto de cono-
cimiento posee una historia, la relacién del sujeto con el objeto... (Foucault, 1996, p. 6)

En el caso de las matematicas, esta mirada de la disciplina, como practica social hu-
mana, permite visualizar que los objetos matematicos se conforman en los individuos
a partir de una red compleja de sentidos epistemolégicos y ontologicos que permiten
construir un discurso respecto a los objetos que se usan y, por tanto, a las propias
matematicas. Este discurso es producto de las reflexiones que las comunidades ma-
tematicas realizan de los asuntos que trabajan, de tal manera que alrededor de la
practica se pueden generar nuevas visiones de los objetos matematicos.

Es indiscutible que esta idea de practica social se manifiesta en una serie de
actividades asociadas al quehacer matematico, mas alla de la demostracion de teo-
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remas y la estructuracion légica. Esta concepcion ve las actividades asociadas a las
practicas matematicas desde el momento en que se concibe algtn tipo de tarea que
resuelve un humano con matematicas hasta la formalizacion de los objetos creados
o transformados. Es decir, dada una situacion a, existe la posibilidad de que su
solucién sea asumida por la comunidad a partir de actividades que se encuentren
enmarcadas en la practica social de las matematicas; de ser asi, se da inicio a una ac-
tividad que puede parar en la construccion o el cambio de una nocién matematica,
como en el uso de las matematicas para resolver la situacion. Ambas son considera-
das, en este documento, pertenecientes a las practicas.

Alrededor de las actividades que se configuran en la practica matematica, com-
partimos con Giaquinto (2005, p. 85) que estas se pueden clasificar en:

* Descubrimiento: hace referencia a la posibilidad de revelar propiedades de los
objetos matematicos en la resolucion de una situacion.

Explicacién (subjetiva y objetiva): hace referencia a la posibilidad de argumentar
el razonamiento que se establece en la solucion del problema. Si es subjetiva,
las razones que se incluyen obedecen a la misma manipulacion de la situacion;
es objetiva si los argumentos obedecen a conocimientos matematicos construi-
dos en el desarrollo de otra situacion.

e Formulacién: hace referencia a la construccién y enunciacion de algoritmos que
permitan el desarrollo de diferentes situaciones parecidas o andlogas a la que se
esta resolviendo, al igual que a la adopcién y la construccion de un sistema sim-
bolico que permita comunicar las conclusiones en la resolucion de una situacion.

* Aplicacion: esta actividad se sitda en la posibilidad de aplicar las conclusiones
producto de la practica matemdtica a otro tipo de situaciones.

e Justificacion. Prueba de teoremas. Definiciones y axiomas: hace referencia al
acondicionamiento al modelo que permite justificar matematicamente propie-
dades o definiciones de un objeto matematico, lo que permite argumentar en
una teoria la ubicacion, el orden en que se adopta y se relacionan los objetos
con sus propiedades y los axiomas de la teoria.

* Representacion. Sistemas de simbolos y sistemas de diagramas: la adopcion de
sistemas de representacién propios de los objetos matematicos, como por ejem-
plo los adoptados en el sistema cartesiano o en la teoria de grafos, permiten
actividad matematica alrededor del desarrollo de una situacién problema.

El papel de la historia de la matematica en la basqueda
de las practicas matematicas

Esta idea de practica matemdtica desde la filosofia naturalista de las matematicas, que
se puede expresar en actividades que desarrollan las comunidades de matematicos
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alrededor de la resolucion de una situacién, estd intimamente relacionada con las
posibilidades que tiene la historia de las matematicas de involucrarse en la forma-
cién matematica de un individuo vy, en especial, de un profesor de matematicas.

Este amalgamiento implica redefinir el papel que se espera tenga la historia de la ma-
temdtica, pues si consideramos que esta posibilita conocer, estudiar y entender las prac-
ticas que permitieron el desarrollo y la constitucién de un concepto matematico, es alli
donde se pueden inspeccionar los principios fundamentales de este razonamiento.

Siendo asi, consideramos que la historia de las matematicas debe asumirse como
un espacio revelador de las practicas que acontecieron en la resoluciéon de un pro-
blema en concreto; lo que implica reemplazar visiones bibliograficas y anecddticas
por revisiones histéricas que permitan consolidar epistemoldgica y ontolégicamente
un objeto, trabajo que realizan, en general, los historiadores y fil6sofos de las mate-
maticas; de hecho, autores como Mehrtens, Bos y Schneider (1981) llaman a este tipo
de trabajos “la historia social de las matematicas” o “sociologia de las matematicas”.

Esta vision tedrica modifica la idea lineal que se observa en la mayoria de pro-
puestas de la historia tradicional, incluyendo o profundizando el andlisis de los acon-
tecimientos que estan alrededor de una practica matematica. Deja la organizacion
racional de las propias matemdticas, en donde se incluyen conceptos, areas de las
matematicas y periodos de tiempo, para ocuparse de reconstrucciones multidisciplina-
res, en donde la comunidad cientifica, los problemas de la época y las concepciones
sobre las matematicas terminan mostrando las relaciones entre el conocimiento pro-
ducido, la estructura social y el desarrollo de la comunidad en ese momento histérico.

Este tipo de reflexién permite estudiar a fondo los aspectos sociales, politicos
o ideoldgicos que dieron origen a una produccién matemdtica; indudablemente,
esta va a estar ligada a cambios de concepciones, relaciones con otras ciencias y
tipos de problemas que se investigan en la época. Compartimos con Mehrtens, Bos
y Schneider (1981) que la historia de las matematicas es la historia de individuos,
grupos sociales e instituciones; en un nivel més sofisticado, la de los roles sociales de
estos en la construccion social del conocimiento; de esta manera, los conocimientos
matematicos fueron, son y seran un proceso incrustado e inseparable de la sociedad.

Vale la pena aclarar que esta perspectiva teérica devela serias dificultades en la
reconstruccion de una historia de las matematicas, pues reconoce que alrededor de
ella, se tejen asuntos sociales de dificil andlisis como, por ejemplo, aspectos filoséfi-
cos que se compaginan con las matematicas, como en el caso de Descartes. En esta
Iinea de ideas, es claro que no es posible escribir una sola interpretacion del proceso
histérico que acontece alrededor de un concepto o de un personaje, sino que el pa-
pel histdrico revela o devela conexiones tedricas alrededor de unas actividades que
consolidan la practica en donde se dio origen a un suceso.

De esta manera, y aunque reconocemos que las practicas matematicas estan con-
tenidas en practicas sociales, este documento solo hace referencia a las actividades
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matematicas que permitieron los desarrollos matematicos, aunque entendemos que
algunas de estas actividades eran problemas mas generales en ciencia vy filosofia o,
mejor, que las intenciones de la creacién estan mezcladas en estos asuntos.

Las practicas matematicas. Un enlace entre el conocimiento didactico
del contenido del profesor y la historia de las matematicas

A partir de las anteriores consideraciones, podemos justificar la idea central en la
cual se desarrolla este documento: el uso de la historia de la matematica en el co-
nocimiento didactico de contenido del profesor de matematicas. Para construir estos
argumentos, este apartado presenta las relaciones que encontramos entre el CCK'y
el SCK, planteados por Ball, Thames y Phelps (2008), con la idea de practica mate-
matica y su bisqueda en la historia.

Inicialmente, reconocemos, al igual que Peressini y Peressini (2007), que aunque
existen discrepancias entre la idea filoséfica de las matematicas como practicas con
los principios de la Educacién Matematica, existe una relacion directa entre las ideas
que fundamentan la concepcién de la matematica como practica social con las teo-
rias que se desarrollan en el seno de la disciplina educativa; en esencia, con las
manifestaciones que se realizan alrededor de la solucién de problemas, como base
para propiciar la ensenanza y el aprendizaje de la matematica.

Respecto a esta relacion, autores como Peressini y Peressini (2007) reconocen
que es la formacion del profesor de matematicas un espacio propicio para el desarro-
llo de actividades que permitan comprender las matematicas como practica social,
y que los medios a través de los cuales es posible su activacion son los modelos de-
sarrollados por la resolucién de problemas; de esta manera, los futuros profesores no
recorren una sola visién de las matematicas, sino que se enfrentan a las formas de
creacion, validacién y validez de estas.

A partir de estas ideas, reconocemos en la resolucion de problemas una via
en donde la historia de la matematica toma vida en relacion con la formacién de
profesores; vale la pena aclarar que esto no implica, necesariamente, propiciar el
recorrido histérico de un concepto, sino el analisis de practicas alrededor de la cons-
truccion de las matemdticas que se denotan importantes para comprender aspectos
fundamentales de estas. El andlisis de las actividades matematicas que componen
la practica de las matematicas supera el analisis epistemolégico de un concepto y
envia el problema a un entramado de posibilidades de analisis que permiten enten-
der un asunto como parte de unas condiciones sociales alrededor de la comunidad
matemdtica y que hacen que un autor configure un discurso distinto alrededor de un
concepto o de las propias matematicas.

Este es el caso de Descartes, como se trata de argumentar en el siguiente capi-
tulo; Paty (1997) plantea que alrededor de este autor se configuran una cantidad de
aspectos de tipo matemadtico e intenciones con las matematicas, como la Mathesis
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Universalis, la subjetividad y la inteligibilidad, las cuales le permiten romper, de
alguna manera, con la tradicién griega y configurar un nuevo discurso.

Esta idea de busqueda de las practicas matematicas a través de la historia de
las matematicas, que se configura o se pone en accién para la formacion de profeso-
res de matemadticas, en la resolucion de problemas, es una idea transversal a las ex-
periencias que usan historia de las matematicas en la formacién de profesores; este
aspecto se puede analizar desde las trazas que propone Guacaneme (2010) respecto
al uso que se le ha dado a la historia de las matematicas en la formacién de profe-
sores: las que proponen una aproximacion alterna del contenido matematico a la
ilustracién histérica, el uso de fuentes originales, el uso de aspectos historiograficos
y el uso de andlisis historicos.

Es razonable pensar que, para efectos de este estudio, es indispensable hacer uso
de las trazas propuestas, pues en la idea de configurar la practica, se usan elementos
histéricos, historiograficos y de andlisis; en la intencién de componer un tipo de
problema que permita trabajo sobre la practica a un grupo de estudiantes, es nece-
sario el uso de aproximaciones que posibiliten las actividades mas importantes de la
practica, pero que posiblemente no se contextualicen de la misma manera que en
la época de Descartes.

Con la postura de la relacién entre historia de la matemdtica y formacién de
profesores de matematicas, a partir de la indagacion de las actividades que permiten
definir la practica que aconteci6 alrededor de una obra o personaje, develaremos de
qué forma es posible desarrollar el conocimiento didactico del contenido matemati-
co de acuerdo con los argumentos expuestos.

Como ya lo hemos afirmado, pensamos que este tipo de planteamientos contri-
buyen al desarrollo del CCK 'y el SCK, propuestos por Ball, Thames y Phelps (2008).
Vale la pena aclarar que, de ninguna manera, afirmamos que estos dos tipos de
conocimientos deban ser desarrollados Gnicamente a partir de la historia de las ma-
tematicas, sino que, de considerar su uso, esa postura implicaria discusiones a dife-
rentes niveles con los profesores de matematicas en formacion.

Respecto al CCK, podemos afirmar que este conocimiento, que inicialmente los
autores plantean como conocimiento matematico comun a otro tipos de desempefios,
se ve afectado por la necesidad de comprensidn epistemoldgica y ontolégica de los
objetos que se ponen en juego en la solucién de una situacion problema asociada
a actividades que determinan la practica matemdtica de un autor o una época. En
este sentido, podemos decir que, aunque el conocimiento es comun a otras disciplinas
que hacen uso de las matemdticas, para el profesor de matemdticas este debe estar
fuertemente permeado por el andlisis del formador del futuro profesor de matematicas
en los siguientes aspectos de las actividades que definen la practica matematica:

e Descubrimiento: qué propiedades, relaciones y conjeturas de caracter matema-
tico se pueden manifestar en el proceso de solucién de la situacion.
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e Explicacion (subjetiva y objetiva): qué argumentos sustentan las estrategias y los
razonamientos que se utilizan en el proceso de solucién de un problema, desde
puntos de vista subjetivos u objetivos. Qué se considera solucion para el proble-
ma, como sabe que el problema esta solucionado.

* Formulacién: qué objetos matematicos y algoritmos de tipo procedimental son
propicios para el desarrollo del proceso de resolucion de la situacion y de qué
forma es posible presentar la(s) solucion(es) de la situacién.

e Aplicacion: qué tipo de situaciones son posibles de resolver razonando de ma-
nera analoga a la establecida en la situacion.

e Justificacién. Prueba de teoremas. Definiciones y axiomas: cudles son las con-
sideraciones que se hacen sobre la validacion, la validez y el rigor del conoci-
miento matematico expuesto en el proceso de solucién de la situacion.

* Representacién: qué tipo de registros y sistemas de representacion son necesa-
rios en el desarrollo del proceso de resolucion de la situaciéon y cudl es la mejor
forma de comunicar los resultados obtenidos.

Respecto al SCK, podemos afirmar que este tipo de conocimiento es fundamental en
la formacién del futuro profesor de matematicas, no solamente diferencia el tipo de
conocimiento que tiene sobre los objetos matematicos y las propias matematicas, sino
que es justamente alli en donde se configuran conocimientos que permiten separar los
saberes matemdticos de otros profesionales respecto a los profesores de matematicas.
Desde nuestra postura, un saber que pone diferencia y especializa el conocimiento
del profesor es la historia de las matematicas, creemos que permite entender y anali-
zar las soluciones de problemas, la creacién de objetos y el cambio del significado de
los objetos. Creemos que la historia permite entender las actividades que permitieron
la practica que obedeci6 en una época a una creacién y que este saber permite ha-
cer planteamientos didacticos. A continuacién, presentamos las actividades que defi-
nen la practica matematica y que estan asociadas a este tipo de conocimiento:

* Descubrimiento: se debe reflexionar sobre los aspectos que permitieron hacer el
descubrimiento matematico.

e Explicacion (subjetiva y objetiva): cudl es la teoria y el valor epistemolégico de
los objetos que permiten entender una obra o la solucién de un problema.

* Formulacioén: cudles son los nuevos aspectos que permitieron formular la solu-
cion de una situacion.

* Representacion. Sistemas de simbolos y sistemas de diagramas: se debe reflexio-
nar sobre los tipos de representaciones que se adoptan en la época o en la obra;
al igual que entender el papel de la representacion alrededor de la evolucién de
las matemadticas.
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Para efectos de contestar la pregunta con la que iniciamos este capitulo, debe-
mos decir que lo que tiene la historia de la matematica, que le interesa al formador
de profesores de matemdticas, para investigar y trabajar con los futuros profesores,
se puede resumir en los siguientes cuatro aspectos:

e La vision evolutiva de la practica matemadtica, lo que implica el reconocimiento
de diferentes significados de validacion, validacién, validez, rigor, representa-
cion y la comprensién del tipo de actividades matematicas asociadas a las dife-
rentes etapas del proceso de resolucion de problemas.

El establecimiento de los tipos de problemas asociados a la formulacién de una
idea matematica, de una practica, de un método o de un concepto especifico.

Recuperar para el andlisis e investigacion aspectos que no se encuentran en las
matematicas actuales y que se hallan en la practica matematica que se estudia
en la historia de las matematicas, como, por ejemplo, exactitud, construccion,
argumentacion, heuristicas y diagramas.

e Componer algunos aspectos del conocimiento didactico del contenido de los
futuros profesores de matematica, haciendo parte de los aspectos relacionados
con la especificacion del conocimiento del profesor.



CariTuLo 3. LA GEOMETRIA DE DESCARTES.
EL PUENTE HACIA LAS MATEMATICAS
MODERNAS

Para hacer un reconocimiento y andlisis sobre Descartes en la actividad de resolu-
cién de problemas, se hace necesario discutir el método, las técnicas, las representa-
ciones y demads elementos que fundamentan su trabajo en el texto la Geometria. Para
esto, primero se realiza una interpretacién del texto, desde los aspectos conocidos de
la obra, desprendiéndonos de su estructura inicial, para que sea posible argumentar
sobre algunas de las practicas matematicas asociadas al trabajo en dlgebra geomé-
trica. En el proceso de comprensién y discusion sobre las practicas matematicas de
Descartes, se estudian algunos aspectos especificos de la obra que resaltan dentro
de su método y sus heuristicas en la solucién de problemas geométricos. Finalmente,
se hace un analisis sobre las actividades matemdticas asociadas a la resolucion de
problemas en el trabajo cartesiano a partir de su obra matemadtica principal.

Aspectos histéricos y epistemolégicos en relacion
con la Geometria de Descartes

Una vision epistemoldgica del algebra y la geometria presenta una configuracién de
eventos que las hacen complemento y herramienta fundamental en el desarrollo de la
matemdtica, en campos como el andlisis, la teoria de grupos, entre otros; esta configu-
racion no es casual, pues es el resultado de un desarrollo histérico que comenzo desde
la geometria griega y se hace evidente en la forma de trabajo presentada en la Geome-
tria de Descartes. Este tipo de tratamiento impone un nuevo método de abordar y resol-
ver situaciones a través del dlgebra; para interpretar y comprender este planteamiento,
es necesario reconocer su contexto de fundamentacion, pues el discurso alrededor del
algebra geométrica tiene que ver directamente con las practicas contemporaneas no
solo en matematicas, sino también en ciencias naturales, arte, politica y sociedad.
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René Descartes, filésofo, matematico vy fisico francés se dio a conocer a través de
sus principios filoséficos sobre la ciencia, especificamente en matemdticas; él presenta
una ruptura en la forma como esta se comprende a través de su “método cartesiano”. Su
posicion filoséfica induce una interpretacion de la ciencia a través de la mathesis uni-
versalis, que manifiesta la importancia de la matematica en diferentes contextos, como
una premisa que provoca el desarrollo de un discurso matemadtico en diferentes ciencias.

Cuestiones sobre formas apropiadas de representacion dominaron la actividad in-
telectual de la Europa del siglo XVII, no solo en ciencia y matematicas, atin mas pro-
fundamente en discusiones religiosas, politicas, legales vy filoséficas; esta actividad se
hace visible en los trabajos cartesianos, en la perspectiva de los andlisis algebraicos
que se fundamentan en situaciones geométricas y que se presentan bajo construccio-
nes, expresiones simbdlicas e instrumentos mecanicos dispuestos por la misma situa-
cién. Esta perspectiva de la representacion implica una posicion frente a la resolucién
de problemas geométricos, la cual Descartes dispone a través de su método.

El método filoséfico y cientifico cartesiano se expone a través de Las reglas para la
direccion de la mente (1628) y, especificamente, en el Discurso del método (1637),
donde Descartes muestra la fortaleza de su método en el tratamiento de problemas
geométricos, fundamentados desde la siguiente premisa: “Todos los problemas de
Geometria pueden reducirse facilmente a términos tales, que no es necesario co-
nocer de antemano mas que la longitud de algunas lineas rectas para construirlos”
(Descartes, 1996); esta vision se expone en el texto Geometria como uno de los
alcances del Discurso del método.

La obra Geometria comprende tres libros; el primero estudia los problemas en
donde la construccién requiere solamente del uso de lineas rectas y circulos, alli
se exponen las relaciones operativas bdsicas entre magnitudes y su interpretacion
desde el punto de vista simbdlico y se ejemplifica este método en el tratamiento del
problema de Pappus, como un espacio donde se hace til la relacion entre algebra y
geometria al tratar una situacion especifica; por esto, el primer libro se expone como
el apartado que hace el estudio de los problemas planos.

El segundo libro estudia la naturaleza de las lineas curvas y muestra lo importan-
te que es para Descartes la construccion de soluciones en problemas geométricos
y que, para esto, se requiere de la interpretacién del tipo de curvas algebraicas que
intervienen, asi como de sus representaciones; el segundo libro se expone como el
espacio que propone Descartes para estudiar la aceptabilidad de las lineas curvas, en
el marco de su uso en el tratamiento de situaciones y en el andlisis de su construccion.

El tercer libro se refiere a la construccién de problemas sélidos y supersélidos;
Descartes presenta cémo las curvas pueden ser usadas como herramientas en la
construccién de diversos problemas, y, ademds, analiza como intervienen en la de-
terminacion de raices de ecuaciones algebraicas.
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En el marco de la estructura que se deduce del texto Geometria, Bos (1998)
presenta como objetivo del texto la formacién de un método para el arte de resol-
ver problemas geométricos. Describe que para realizar una lectura clara y analitica
del texto, se requiere de una observacién desde dos puntos de vista: desde las téc-
nicas y desde la metodologia, pues para el autor, son los aspectos que definen el
propésito cartesiano en el desarrollo de la obra.

La técnica del programa proporciona un “analisis” de los problemas; es decir, un
método universal para la construccion, el tratamiento y la resolucion de problemas
geométricos, donde el dlgebra simbdlica y las construcciones mecdnicas juegan un
papel fundamental en la formacion del método. Por su parte, la metodologia frente
al tratamiento de situaciones geométricas se encuentra con un paradigma: el tra-
tamiento de los problemas geométricos solo desde las construcciones con regla y
compas, pues en su tratamiento, hace uso de una variedad de curvas algebraicas que
amplian el espectro de estrategias en las situaciones geométricas; en este sentido,
scudles fueron los medios de construccion aceptables?, y jcudles representaciones
se pueden usar para determinar esta aceptabilidad?, estas cuestiones nos permiten
discutir sobre el trabajo cartesiano.

I[gualmente, en un sentido general, Bos (1998) destaca algunos temas que
son cruciales en la comprensién de la estructura de la Geometria: los problemas,
las construcciones y las reglas que van mas alla de lo matematicamente correcto,
estos temas sirven como sustento para distinguir el alcance de las representaciones y
la interpretacion de las curvas en el trabajo cartesiano, como pilares fundamentales
en el proceso de intervencién en situaciones problema en la Geometria.

A partir de lo expuesto, es necesario reconocer, analizar y comprender los
diferentes elementos tedricos que interpretan y validan el trabajo cartesiano en la
construccién y conceptualizaciéon matematica en algebra y geometria. Descartes
ocupa un lugar muy importante en el tratamiento de situaciones geométricas a
partir del algebra, por lo que algunos autores, como Gonzalez Urbaneja (2004),
Van der Waerden (1985) y Tabak (2004), le dan el lugar de inventor de la geo-
metria analitica.

El trabajo cartesiano en matemdticas se hace visible en el tratamiento de dife-
rentes situaciones geométricas, desde alli se pueden distinguir varios elementos que
emergen en su desarrollo matematico: el estudio y analisis de curvas algebraicas, la
construccion de curvas mecanicas y el uso de representaciones simbdlicas asociadas
a la operatividad entre magnitudes.

A partir de lo anterior, nos disponemos a tratar las diferentes construcciones
tedricas que sustentan estas ideas y que permiten visualizar estos elementos como
actividades desarrolladas por Descartes a partir de la practica matematica desarro-
[lada en la Geometria.
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El tratamiento de las curvas algebraicas en Descartes.
Una herramienta para el andlisis de situaciones geométricas

Para Bos (1981), desde la Antigliedad hasta comienzos del siglo XVII, la coleccién
de curvas no cambi6; fueron Descartes y Fermat quienes ampliaron este conjunto
al involucrar una gran variedad de curvas algebraicas, estas son las deﬁmdas por
ecuaciones que contemplan el uso de operaciones algebraicas +, —, x, +, con
k > 1 entero. En los desarrollos matematicos de Descartes, la presencia de curvas
se promueve en la interpretacion de situaciones geométricas, como un medio para
obtener las soluciones, pero, asimismo, este tipo de curvas se convierte en un asunto
crucial de estudio en la Geometria.

El enorme incremento en el ndmero de curvas construidas por los matemdticos
del siglo XVII llev6 a pensar sobre cémo podrian ser introducidas, descritas y defi-
nidas; y se determin que estas nuevas curvas junto con las anteriores podrian jugar
tres roles distintos, podrian ser un objeto de estudio, un medio para resolver un pro-
blema o la solucién de un problema (Bos, 1981).

La nocién de curva hace parte fundamental del trabajo cartesiano en la Geo-
metria; uno de sus libros se dedica, exclusivamente, a estudiar la naturaleza de las
lineas curvas; al respecto, estudia la aceptabilidad de las lineas curvas, principal-
mente desde su construccion; alli, las curvas algebraicas toman fuerza a partir de su
construccién por medios mecanicos, y aunque las representaciones simbélicas no
fueron un medio para determinar la aceptabilidad de la curva, si intervinieron radi-
calmente en la formacion de una diversidad de representaciones y de correlaciones
entre sus construcciones geométricas y las expresiones algebraicas asociadas.

La nocion de curva se propone, entonces, como el objeto de estudio principal
en la Geometria de Descartes, pues, como se dijo, interviene no solo como una
herramienta en la solucién de situaciones, sino que, ademas, a partir de su relacion
directa con los instrumentos mecdnicos y las expresiones simbdlicas, se presenta
como un objeto de estudio o como la solucién a un problema.

La “Parabola cartesiana”, introducida por Descartes, es para Bos (2001) un ejem-
plo de una curva que sirvié como herramienta para resolver un problema; la curva
fue usada por Descartes para encontrar las raices de ecuaciones de grados 5 y 6.
Igualmente, Pascal en Desafios de las matematicas, de 1658, propone a la cicloi-
de como un objeto de estudio y, finalmente, el autor de “Sobre la representacién de
curvas en la Geometria de Descartes” describe que la curva con ecuacién

ae-Y -a- Y +X
a
es un ejemplo de una curva que se construye como la solucion de un problema,
[lamado el famoso problema de Debeaune (1638), que posteriormente fue analizado
en el calculo de tangentes por Newton y Leibniz.
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Para Molland (1976), quien contribuye en la aclaracién de la naturaleza de
los trabajos de Descartes, a partir de identificar la evolucién de sus desarrollos
frente a los presentados en la geometria antigua, las curvas geométricas requie-
ren de una “especificacion”, como una forma de representacién para su analisis.
Molland (1976) afirma que si un geémetra quiere hablar de una curva particular,
debe ser capaz de caracterizarla por medio de simbolos verbales o de otro tipo y
esto le permite estudiar la especificacién por propiedades y la especificacién por
génesis para las curvas; la especificacién por propiedades establece una propiedad
(usualmente una propiedad cuantitativa para todos los puntos de la curva); Mo-
[land (1976) afirma que en Descartes la especificacion por propiedades estd dada
a partir de una ecuacion y la especificacion por génesis determina las condiciones
y caracteristicas que permiten construir la curva.

Es posible ilustrar la contribucién cartesiana al estudio de las curvas en la
solucién de situaciones problema a partir de la comparacion con diferentes es-
tudios realizados antes de Descartes; en el caso de las secciones conicas, es
posible realizar esta comparacion, pues una vision moderna de los trabajos de
Apolonio sobre la geometria de las secciones conicas tiene alcances actuales en
su caracterizacion, pero ;cual fue el tratamiento que cada uno de ellos dio a
las secciones cénicas? Aclarar esta pregunta nos permite indagar claramente el
objetivo que cada uno tenia y cuales fueron los roles que jugaron las curvas en su
estructura matematica; Apolonio desde una visiéon geométrica, con las reglas de
la geometria euclidea y Descartes sin la homogeneidad y con la posibilidad de la
visién analitica.

El caso de las secciones conicas

En el tratamiento de las curvas algebraicas en la Geometria, Descartes logra ampliar
la nocidn e interpretacion frente a las curvas que se conocian en periodos anteriores;
por ejemplo, para el caso de las secciones conicas, estudiadas con gran profundidad,
desde un punto de vista geométrico en Las Conicas de Apolonio, Descartes realiza
un tratamiento que permite ampliar su espectro de comprension, no solo en cuanto
al rol que pueden jugar en situaciones especificas, sino también en cuanto a sus
representaciones y construcciones asociadas.

El estudio que realiza Apolonio busca encontrar y validar todas las relaciones
geométricas que se pueden encontrar para las secciones que se obtienen al pasar
un plano por un cono de diferentes formas; sus definiciones estan enmarcadas en un
contexto puramente geométrico y se fundamentan en los conceptos de razén y pro-
porcion; para Molland (1976), Apolonio presenta las secciones cénicas a través de
sus propiedades planimétricas, y muestra una forma de leer la geometria de coorde-
nadas en los trabajos de la Antigliedad, en esta parte el autor declara que el método
cartesiano tiene firmes raices en la Antigiiedad.

4
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En el caso de la pardbola, Apolonio presenta en la proposicion 11 de su primer
libro las propiedades que debe cumplir una seccién especifica del cono para ser
denominada como parabola.

Si se corta un cono por un plano a través de su eje, y si se corta también con otro plano
que corta la base del cono seglin una linea recta perpendicular a la base del triangu-
lo axial, y si ademas el didametro de la seccién se hace paralelo a un lado del triangulo
axial, cualquier linea recta trazada desde la seccion del cono hasta el diametro de la
seccion paralela a la seccién comin del plano que corta y la base del cono; tendra su
cuadrado igual al rectangulo limitado por la porcién de diametro que comprende en
la direccion del vértice de la seccién y por otra linea recta; esta linea recta tendrd la
misma razon a la linea recta entre el angulo del cono y el vértice de la seccién como el
cuadrado de la base del tridngulo axial al rectangulo limitado por los dos lados restantes
del triangulo. Sea esta seccion llamada parabola. (Heath, 1896, p. 402)

Figura 2. Seccién pardbola en Apolonio

Fuente: Heath (1896, p. 376).

Esta proposicién comienza construyendo el tridngulo axial, después se corta el cono
con un plano, de tal forma que:

1. La interseccion entre el plano de la seccion y la base del cono sea perpendicular
a un diametro de la base del cono, pero no a cualquiera, sino especificamente al
diametro que al mismo tiempo es un lado del tridangulo axial.

2. El didmetro de la seccién resultante sea paralelo a uno de los lados del triangulo
axial, diferente al que esta sobre la base.

Ademds, cualquier linea recta trazada desde la seccién hasta su diametro debe cumplir:
1. Paralelismo con la interseccion entre el plano de la seccién y la base del cono.

2. Su cuadrado sera igual al rectangulo cuyos lados son la linea recta comprendida
entre el vértice de la seccion y la interseccion de esta con el didmetro de la sec-
cién; y una linea recta dada:
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Cuadrado de KL = rectangulo HF, FL.

Pero FH, que es la linea recta dada, debe estar en la misma razén con la linea recta
que va desde el vértice de la seccién hasta el vértice del cono, que el cuadrado sobre
el lado del triangulo axial que esta en la base del cono con el rectangulo formado
por los otros lados, es decir:

FH : FA : : cuadrado de BC : rectangulo BA, AC.

Este tratamiento lo realiza para cada una de las secciones que se producen en el
cono, ademds profundiza en las relaciones que pueden cumplir rectas determinan-
tes en las secciones, como ejes, diametros y lados rectos, que en la actualidad se
presentan como reglas generales para la determinacién del lado recto o del foco en
cada seccion conica.’

Teniendo en cuenta esta construccion geométrica de las secciones conicas
realizada por Apolonio, es posible realizar una interpretacion de la forma como
Descartes analiza las secciones cénicas y como las usa; para esto, es importante
recordar que el tratamiento de Descartes sobre las lineas curvas se fundamenta en
el trabajo simbdlico que establece formas de presentaciéon de las operaciones entre
lineas rectas dadas, pues este método le da la posibilidad de llegar a relacionar
las construcciones geométricas de las curvas con expresiones simbélicas asociadas;
para Molland (1976), este suceso, entre otros, fue fundamental para el trabajo sobre
la interpretacion de las representaciones simbdlicas de curvas, se establece una ana-
logia entre las operaciones con lineas rectas (o, en terminologia, segmentos de linea)
y las operaciones con nimeros.

A partir de esta descripcion general, podemos presentar algunos apartados del
trabajo cartesiano que evidencian la relacion que guardan los trabajos de Descartes
sobre curvas con el tratamiento geométrico que se da en la geometria de Apolo-
nio. El espacio propicio donde Descartes puede tratar su método de resolucion de
situaciones geométricas es en el problema de Pappus (figura 3); el proceso se basa
en representar todas la lineas presentes en el problema (que expresan las longitudes
desde el punto C dado) a partir de las lineas AB y CD dadas, que él denota por x, y.
Entonces las expresiones para las longitudes desde el punto C serdn de primer grado
en x, y, pues, como las lineas dadas cortan a AB en los puntos A, Ey G, y cortan a
BC en los puntos R, Sy Ty la razén AB:BR=z:b es dada, entonces, por ejemplo, se
tiene que RB= bx/c y CR=y+bx/z.

2 Una revision mas exhaustiva de las construcciones y demostraciones asociadas a las propiedades de las
secciones conicas en Apolonio se presenta en el articulo “La nocién de cénica en Apolonio y Descartes,
un analisis comparativo”, aceptado en la Revista Brasilera de Historia de la Matematica.
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Figura 3. El problema de Pappus en Descartes. La elipse

Fuente: elaboracién propia a partir de Descartes (1996).

Descartes realiza una clasificacion de las lineas curvas a partir del grado de la ecua-
cién obtenida; por ejemplo, el lugar geométrico para cuatro lineas en el problema
de Pappus es una ecuacion de segundo grado.

Para distinguir el problema de las cuatro lineas, Descartes logra hacer una carac-
terizacion de las secciones cénicas a partir de lineas dadas, como es el caso del lado
recto. De esta forma, su caracterizacion tiene en cuenta varios de los resultados que
obtiene Apolonio en su determinacion de la seccion a partir de los conceptos de ra-
z6n'y proporcion. Entonces, al analizar el caso de la elipse, a partir de la proposicion
13 del primer libro de Apolonio, que se define por medio de la proporcionalidad
geométrica, Descartes comienza el proceso geométrico-algebraico de interpretar la
elipse por medio de una expresion algebraica y establece las caracteristicas nece-
sarias de las secciones conicas (lado recto, didmetro y ordenada), para asi tratar el
segundo problema del primer libro de Apolonio.

A continuacién realizamos una descripcion moderna de algunos de los desa-
rrollos que Descartes usa en el segundo libro de La geometria cuando realiza un
tratamiento para determinar algebraicamente una curva a partir de sus relaciones
geométricas. Lo que se pretende evidenciar es que la lectura que hace Descartes del
texto de Apolonio se convierte en fundamental, pues si se asumiera la resolucion
de alguna proposicién, por ejemplo la 56, con los nuevos presupuestos planteados,
respecto a la operacion entre segmentos y la ruptura de la homogeneidad, es posible
determinar la ecuacién de las cénicas. Por tanto, Descartes tuvo que hacer una lec-
tura profunda del texto de Apolonio y reinterpretar sus resultados desde la nueva
vision de las operaciones vy la escritura simbélica.

Proposicién 56 —I: Dadas dos lineas rectas perpendiculares una a la otra, encontrando
una de estas como didmetro y en el mismo plano con las dos lineas la seccién de un
cono llamada Elipse, cuyo vértice sera el punto en el angulo recto, de modo que la
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linea recta que incide de manera ordenada desde la seccion al didmetro a un angu-
lo dado, sea igual en cuadrado al rectdngulo aplicado a la otra linea recta, teniendo
como ancho la parte del diametro entre el vértice y el punto de incidencia y en de-
fecto por una figura semejante al rectangulo contenido por las lineas rectas dadas.
(Heath, 1896, p. 460)

De esta manera, siendo LC la recta ubicada de manera ordenada al didmetro, M el
punto medio de la elipse, el didmetro igual a:

a’o’m* 4a’m®* am [
—+ =—/0" +4mp
pz

pzzz pZz -

y el lado recto igual a:

2_2 2
0z 4mpz z
2P =Z,/0’ +4mp
2 2 a

a a
debe establecerse la siguiente igualdad (teniendo en cuenta la proposicion 56-1):
LC*=IN.R-E

De tal manera que E se puede encontrar a partir de la siguiente proporcién:

=20

IN* D
. aom . .
Asi LN = MN = MI + LI, con Ml = Py determina que LN es igual a:
pz
am o’ +4pm + 3y _aom
2pz z 2pz

A partir de esto podemos obtener que LN. R es equivalente a:

o’m

2p

+2m’ + x\/O2 +4pm —Z—m\/oz +4pm
p

y teniendo en cuenta la igualdad descrita en (1), se puede determinar la expresion
que representa el defecto que establece Apolonio en el segundo problema de su
primer libro. Esto significa simbdlicamente:

=LN2 2

E o pz

Asi, se puede determinar que el drea £ es igual a:

2

o'm 2, om [ 2 P .2
+m° ———4/O" +4pm + x4/0” + 4pm — OX + —X

2 2pJ pm +xJ0* +4p -
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Por consiguiente, de la proposicién 56-1 de Apolonio, se puede determinar final-

mente que:
LC =4/m2 +ox-Ly
m

Que f es la expresion que Descartes describe para la seccién cénica Elipse, cuya
ordenada es la linea recta LC, con el eje ubicado sobre la linea LN y con el punto
medio de la elipse M. Descartes, en el segundo libro de la Geometria expone: “Esta
es entonces una simple forma de determinar una curva de acuerdo a los segundo
y tercer problema del primer libro de Apolonio” (Descartes, 1996, p. 426). De esta
forma, manifiesta las posibles formas de representacién asociadas a una curva y uti-
liza los desarrollos de Apolonio para realizar un tratamiento algebraico de las curvas
a partir de relaciones geométricas.

Desde la perspectiva cartesiana, el trabajo que muestra la consecucion de las
secciones cénicas tiene dos perspectivas de tratamiento, uno desde las herramien-
tas simbdlicas que maneja Descartes para expresar algebraicamente las relaciones
geométricas que estan expuestas en las situaciones, y otro desde la perspectiva de la
intervencion trascendental de las definiciones y relaciones geométricas de las curvas,
pues la geometria no solo permite manifestar las relaciones a través de un lenguaje
simbolico, sino que también permite estudiar las caracteristicas de las curvas, con el
fin de presentar una taxonomia de las curvas a través del uso de sus representaciones.

El tratamiento cartesiano del problema de Pappus le permite tener un desarrollo
que reestructura las construcciones sobre ecuaciones algebraicas que se tenfan hasta
este momento, ademas contribuye en la fundamentacion de un método geométrico-
algebraico para la comprension, interpretacion y solucion de problemas geométricos.

Apolonio establece perspectivas genéticas y por propiedades para la definicion
de las secciones conicas; su trabajo permite distinguir las propiedades que van a
tener las secciones que se forman al cortar un cono por un plano de diferentes for-
mas. Aunque Descartes no desconoce estas perspectivas y reconoce las propiedades
geométricas determinadas en cada seccion, hace uso de una instrumentalizacion
mecanica para su caracterizacion. En términos cartesianos, las curvas pueden ser
descritas por un movimiento continuo o por varios movimientos sucesivos de va-
rias lineas, cada uno es determinado por el anterior, lo que determina que en Des-
cartes una curva puede ser constituida por una variacién, mientras que en Apolonio,
la curva se construye por un corte en un cono.

La representacion en Descartes. Un esquema de construccion
de la geometria analitica

En la perspectiva de la Europa del siglo XVII, preguntas sobre formas apropiadas de
representacion dominaron la actividad intelectual, no solo en ciencia y matematicas,
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quizas aiin mas profundamente en discusiones religiosas, politicas, legales y filosofi-
cas (Shapin y Shaffer, 1985); por eso, se considera que la simbologia cartesiana y su
relacion con las construcciones geométricas hacian parte del método cartesiano en
sus trabajos filosoficos; es decir, no solo era una bdsqueda para solucionar problemas
geomeétricos, sino que ademas comprendia una manifestacién del pensamiento car-
tesiano, especificamente en geometria. En esta misma época, tuvo escenario la dis-
cusién sobre la experimentacion y su caracter representacional entre Hobbes y Boyle
(Shapin y Schaffer, 1985); los fil6sofos naturalistas tenian estas discusiones en cuanto al
desarrollo de la ciencia, en donde se analizan aspectos epistemolégicos, como en este
caso el valor de la experimentacion, su significado y uso. Esta blsqueda logré interve-
nir en el trabajo de la Geometria, como una herramienta fundamental en el proceso de
solucién de problemas geométricos, caracterizada en el problema de Pappus.

La representacion jugd un papel fundamental en la construccién y el tratamiento
de las situaciones problema en el discurso cartesiano; la aceptabilidad de una curva
como geométrica se daba en términos de su construccion, pero, a pesar de que las
ecuaciones algebraicas intervinieron radicalmente en la geometria, para Descartes
no eran una representacion con la cual se lograra determinar la aceptabilidad de una
curva, Gnicamente fueron un medio para su clasificacion, “Descartes no considera
la ecuacién como una representacién suficiente para una curva” (Bos, 1981, p. 6).

El método cartesiano puesto en escena en el tratamiento de situaciones problema
de caracter geométrico manifiesta que se pueden encontrar diferentes interpretacio-
nes asociadas a un mismo objeto matematico; es decir, para que Descartes lograra
su objetivo de encontrar y construir las soluciones a los problemas geométricos, tuvo
la necesidad de interpretar expresiones simbdlicas asociadas a la construccién vy las
construcciones geométricas que emergen de las ecuaciones algebraicas encontradas.

El uso de diferentes representaciones asociadas a las curvas geométricas no es
solo una problematica asociada al trabajo cartesiano, la caracterizacion de una cur-
va (que puede o no ser tratada como una definicién) se denomina especificacién de
una curva (Molland, 1976) y la basqueda por especificar el tipo de construcciones
que se empleaban para resolver los problemas geométricos es un andlisis que se
establece desde la geometria antigua.

Retomando los estudios sobre curvas en el siglo XVII, época crucial para la cons-
truccién de nuevas curvas y su caracterizacion en las matematicas, se amplia el
espectro de trabajo sobre los objetos matematicos, asi “las nuevas curvas, como
anteriores, podian tener tres roles diferentes”, como afirma Bos (1981); ellas po-
dian entenderse como un objeto de estudio de las matematicas, como un medio
para resolver un problema y también lograban comprenderse como la solucion de
un problema. Estos aspectos se pueden evidenciar en La geometia, por ejemplo, en
el libro dos se presenta la hipérbola como la curva que incluye todas las solucio-
nes al problema que quiere resolver, la curva como solucién a un problema. En el

47



El conocimiento didactico del profesor de matematicas

libro tres se pueden encontrar varios ejemplos del uso de la curva como medio para
resolver un problema, en todos ellos se soluciona una ecuacién de tercer o cuarto
grado a partir del andlisis de representaciones simbdlicas asociadas a la curva, y, por
Gltimo, es visible que para Descartes, la curva como objeto matematico fue objeto
de estudio, por ejemplo, afirma que todas las propiedades de las curvas dependen
de los angulos que estas forman con otras lineas. Para esto, estudia y caracteriza
simbolicamente una curva dada a partir de los angulos que esta formando con otras
lineas, estas ultimas pueden ser incluso las lineas que la generan.

En los trabajos de Pascal y Fermat se puede observar que estos matematicos me-
dian en la basqueda de las formas de intervencion de las curvas en los problemas
geométricos, y alli las representaciones asociadas son fundamentales, como un medio
de correlacion de una construccién geométrica con sus correspondientes expresiones
simbolicas que emergen de las relaciones geométricas presentes en las curvas.

Un aspecto fundamental para que Descartes lograra establecer la relacién directa
entre una curva geométrica y su representacion simbdlica fue el tratamiento inicial
de la operatividad entre magnitudes asociada a una interpretacion simbdlica que
emerge del proceso. El proceso de construccion de las soluciones asociadas al pro-
blema especifico requiere del conocimiento de la longitud de ciertas lineas, lo que
Descartes considera suficiente para solucionar el problema; por esta razén, define en
su libro primero de la Geometria cada uno de los procesos geométricos relacionados
con el trabajo entre magnitudes y su respectiva interpretacion simbdlica.

Por ejemplo, para el producto, Descartes propone: “sea AB tomada como uni-
dad, esta se requiere para multiplicar BD por BC. Yo solo tengo que unir los puntos
Ay Cy trazar DE paralela a CA, entonces BE es el producto de BD por BC” (1996),
y luego declara que a menudo es necesario dibujar las lineas sobre el papel, pero es
suficiente designar cada una por una letra, y mostrar que para el producto ab es a
multiplicado por b. De igual forma, se sigue atendiendo al uso de consonantes a, b,
c,... para las longitudes conocidas en un problemay, x, y, z, para las desconocidas,
lo cual ya era es usado por autores como Vieta.

Este tratamiento dio la posibilidad de establecer relaciones directas entre las
construcciones geométricas y las expresiones simbdlicas asociadas; por ejem-
plo, para el problema de Pappus, el uso del método cartesiano, en cuanto a la
interpretacién mediante expresiones simbdlicas de las relaciones que se exponen
en el problema, fue crucial para la determinacion de las curvas asociadas a la si-
tuacién. Como se present6 anteriormente, el tratamiento del problema de Pappus
permitié identificar, por ejemplo, que para el caso de cuatro lineas, la situacién
se presentaba a partir de una ecuacion de segundo grado, pues su tratamiento so-
bre la interpretacién de las relaciones operativas entre magnitudes le permitio
interpretar el producto de longitudes, a partir de sus expresiones algebraicas rela-
cionadas, por medio del trabajo simbélico.
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Este tratamiento tuvo un alcance tan significativo en este problema que fun-
dament6 claramente las herramientas para la obtencion de soluciones generales
a problemas geométricos especificos; su interpretacién del proceso para obtener
ecuaciones a partir de las relaciones geométricas inmersas en la situacion, le per-
mite distinguir el tipo de solucion que obtendra respecto al nimero de rectas que
intervienen en el problema de Pappus; es decir, ;qué tipo de curvas sirven como
solucion para el problema de Pappus cuando intervienen n rectas?, para respon-
der a esta cuestion, Descartes realiza una clasificacion de las soluciones, que Bos
(1981) resume de la siguiente manera:

3, 4, 5 lineas, pero no 5 lineas paralelas: la ecuacién es de grado <2; por lo
tanto, los puntos sobre los lugares pueden ser construidos con regla y compas.

* 5 lineas paralelas, 6, 7, 8 0 9 lineas, pero no 9 lineas paralelas: la ecuacién
en x (o para 5 lineas paralelas en y) es de grado <4 y asi los puntos sobre los
lugares pueden ser construidos por medio de intersecciones entre cénicas; en
algunos casos, la construccion por regla y compds solo puede ser posible si las
ecuaciones pasan a ser de grado <2 o si ellas son reducibles a tales ecuaciones.

* 9 lineas paralelas, 10, 11, 12, 13 lineas, pero no 13 lineas paralelas: la ecuacién
e x (o en yen el caso de 9 lineas paralelas) es de grado <6; la construccién por
medio de interseccion entre secciones conicas en general no serd posible y cur-
vas mas complicadas tendran que ser usadas, etc.

Las curvas mecdnicas como herramientas en la interpretacion
geométrica del algebra simbélica

El proceso para solucionar un problema viene acompafiado de todo el conjunto de
herramientas y representaciones que contribuyan a determinar las soluciones asocia-
das al problema. Para Descartes, en la construccion de un problema geométrico, es
suficiente con conocer las longitudes de algunas de las lineas que intervienen en el
proceso, pero su proceso no culmina en la obtencién de una expresién algebraica
relacionada con la situacion, pues también era indispensable buscar las formas en
que las soluciones fueran construibles; al respecto, la nocién de curva forma parte
fundamental del proceso, por ser el objeto que permite la construccion del problema.

Desde periodos anteriores a Descartes, la nocién de curva tenia un papel impor-
tante en la solucién de problemas geométricos; estos problemas podian ser planos,
lineales y sélidos, y su dificultad aumentaba segin la complejidad del tipo de cur-
va que se estuviera usando; se reconocia, por ejemplo, que las secciones conicas,
usadas en los problemas lineales, se podian obtener en la solucion de los proble-
mas planos. De este modo, Molland (1976) discute la denominacién de estas curvas
como mecanicas, pero relaciona esta nominacién con el problema de la construc-
cién, donde, en la solucién de problemas, se hacia necesario la construccion de las
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curvas por medio de una maquina para obtener la solucion del problema desde el
punto de vista geométrico.

Las curvas mecdnicas en Descartes intervienen trascendentalmente en la estructura
de su discurso asociado a la resolucién de problemas geométricos. El tratamiento del
movimiento y de la instrumentalizacion relacionado con la solucién de problemas
geométricos permite distinguir dos alcances del uso de instrumentos mecénicos en la
construccion de curvas: el primero, desde el punto de vista del tipo de instrumentos
nuevos que iba a usarse, mds alla de la regla y el compas, y el segundo, desde los en-
laces que permitio establecer entre las representaciones en geometria y dlgebra.

La instrumentalizacion y la representacion de curvas en Descartes

El uso de representaciones fue un aspecto fundamental en Descartes para el trata-
miento de los problemas geométricos; especificamente, en la Geometria, Descartes
realiza un analisis que le permite llegar a procedimientos de relacién entre variables,
que bien podrian interpretarse como bases para el tratamiento sobre sistemas de
coordenadas. Uno de los alcances del método cartesiano se visualiza en los dife-
rentes caminos que le permiten llegar a relacionar formas de representacién entre la
geometria y el dlgebra, por ejemplo, es importante identificar que las curvas fueron
el punto de partida en varios de sus analisis, construidas a partir de sus propiedades
geométricas, luego estas propiedades se lograron interpretar a partir de la construc-
cién de instrumentos mecdnicos que posteriormente se representaban a partir de
ecuaciones, desde un lenguaje simbdlico.

En el libro dos de la Geometria, Descartes propone una discusién sobre lo va-
lido que podria ser aceptar como geométrica Gnicamente la presion que posibilita
el uso de la regla y el compas y Ilamar mecdnicas a las curvas que son posibles de
representar por medio de otro tipo de compds o maquina. Bos (2001), en las Re-
flexiones privadas de Descartes y en especial en una carta que le envia a Beeckman,
hace referencia a la posibilidad de construccién de instrumentos para trazar curvas, y
realiza algunos bosquejos, el trisector cartesiano y el mesolabio se encuentran entre
ellos. Seglin Bos (2001) y Dennis (1997), estos instrumentos no existieron fisicamente,
fueron dibujados y explicados bajo relaciones geométricas que permitian entender
y simular el tipo de curva que seria posible trazar. Sin embargo, algunos de estos
disenos son usados en la Geometria 'y en Reflexiones privadas para argumentar las re-
laciones geométricas que permiten justificar y representar simbélicmante las curvas.

De esta forma, el problema no terminaba con la determinacion del tipo de curva
que podia solucionar el problema; su construccién provocé una complejizacién de
la nocién de curva, al ser analizada desde diferentes representaciones, una de estas
por medio de su construccion geométrica, que realza la importancia de los instru-
mentos mecanicos cartesianos en la construccién de ecuaciones que representaban
la relacion entre dos o mds variables.
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Durante el siglo XVII, se presenta un giro trascendental en el tratamiento de la
geometria; la Geometria de Descartes no fue sobre construcciones estaticas y prue-
bas axiomaticas, su tratamiento, basado en la necesidad de la construccién en los
problemas, presentaba herramientas para el estudio de movimientos mecénicos y
sus posibles representaciones por ecuaciones algebraicas; los problemas clasicos
fueron direccionados a los problemas de lugares determinados por el movimiento de
dos 0 mas lineas, esto permitia ampliar la restriccién del trabajo Gnicamente desde la
regla y el compas para dar la posibilidad de involucrar una variedad de movimientos
que determinaban una diversidad de curvas algebraicas en el anlisis.

La Geometria manifiesta la importancia de los instrumentos mecdnicos en la de-
terminacién de relaciones entre las formas de representacion en geometria y en al-
gebra, no solo en sus construcciones y relaciones geométricas, sino también a partir
de la evidencia de la variacién en sus instrumentos, pues es alli donde se muestran
las relaciones que posteriormente se presentan como expresiones simbdlicas ge-
neralizadas; entonces, para una clara comprensién del sentido del movimiento en
Descartes, es necesaria la comprension del bosquejo de sus herramientas. Descartes
describe sus instrumentos como se anota a continuacion.

Suponga la curva EC descrita por la interseccion entre la regla GLy la figura plana
rectilinea NKL, cuyo lado KN es prolongado indefinidamente en la direccién de C, y
que, siendo movida en el mismo plano tal que este diametro KL siempre coincida con
alguna parte de la linea BA (prolongada en ambas direcciones), define para la regla
GL un movimiento de rotacion sobre G (la regla estd articulada en la figura CNKL en
L). Si deseo encontrar qué clase de curva es esta, escojo una linea recta, como AB,
para referirme a todos sus puntos, y sobre AB escojo un punto A para que sirva como
investigacion. digo “escojo este y qué” porque somos libres de escoger cualquiera;
cuando sea necesario, tener cuidado en esta eleccién para hacer una ecuacion lo
mas corta y simple posible, sin embargo, no importa la linea que deberia tomar en
lugar de AB pues la curva siempre sera de la misma clase.

Figura 4. Construccion mecanica de la hipérbola en Descartes. Geometria 1637

Fuente: Descartes (1996, p. 415).
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Descartes denota los segmentos fijos de la construccion GA, KL 'y NL a partir de
las letras a, b y ¢; haciendo uso de las relaciones de semejanza que se encuentran
invariantes en la construccion, describe expresiones que representan las relaciones
geométricas entre los segmentos. Entonces, introduce las variables (usa el término
“cantidades desconocidas o indeterminadas”) AB =y, BC = x (en notacion moderna,
C = (x,y)), y las constantes (“cantidades conocidas”) GA = a, KL= b, y NL = c. Des-
cartes usa rutinariamente las letras x, y, z como variables y a, b, ¢ como constantes;
nuestra convencion moderna se deriva de este uso. Continuando con el proceso,
como los tridngulos KLN y KBC son semejantes, se tiene que
X b

C_oX prbyp by
b BK c c

De aqui se sigue que AL=y+BL=y+2x—b
C

Como los tridngulos LBC y LAG son semejantes, se tiene BC _AC ko implica la

siguiente cadena de ecuaciones: BL AL
X _ a
éx—b y+éx—b
c c
X y+éx—b =a éx—b
c c
xy+éx2—bx=@x—ab
c c

2 C
X =Cx—Exy+ax—ac

Descartes deja el término x* en la parte izquierda de esta ecuacién con el objeto
de enfatizar sobre el segundo grado. Concluye que la curva que determina esta
ecuacion es una hipérbola. Pero ;cémo concluye esto?, es necesario reconocer que
Descartes asumia que los lectores de la Geometria estaban familiarizados con los
trabajos de Apolonio. Para esto, es importante tener en cuenta que si uno prolon-
ga el triangulo NLK a lo largo de la linea vertical, y contintGa trazando el lugar de
la interseccién de GL con NK, las lineas eventualmente seran paralelas, y luego
aparecerd la otra rama de la hipérbola. Esta presentacion del uso de los instrumentos
mecanicos en el establecimiento de relaciones entre lo geométrico y lo algebraico
permite distinguir dos aspectos importantes: por un lado, define claramente una di-
versidad de curvas que pueden interpretarse desde lo geométrico, lo mecanico y lo
algebraico como una disposicion de representaciones frente al concepto de curva,



Capitulo 3. La Geometria de Descartes. El puente hacia las matematicas modernas

y, por otro lado, permiten definir que las herramientas algebraicas siempre vienen
vinculadas de las relaciones geométricas que fundamentan el proceso, es decir, este
caso muestra una curva cuya representacion simbdlica es una ecuacién de segundo
grado, pero el tipo de curva estd caracterizado por las herramientas geométricas que
habia propuesto Apolonio en la Antigliedad.

Descartes aborda aqui varios de sus principales puntos que se encuentran en-
tre las acciones geométricas y sus representaciones simbdlicas. Su “clase de curvas”
se refiere al uso de grados algebraicos para crear una taxonomia de curvas. El afirma
que el grado de una ecuacion que representa una curva es independiente de cémo
escoge el sistema de coordenadas (Dennis, 1997). Este tratamiento permite afianzar
la idea de presentar las expresiones simbdélicas como un medio para interpretar las
relaciones geométricas propuestas en cada situacion.

El trabajo sobre los instrumentos mecanicos fue decisivo en la Geometria; al
respecto, uno de los objetivos del texto es el estudio de las lineas curvas con el fin
de determinar su aceptabilidad en geometria. Para Bos (2001), es claro que las ex-
presiones algebraicas, ecuaciones y relaciones, que se determinaron a partir de las
relaciones geométricas expuestas en cada instrumento o curva, no sirvieron como
un sustento valido para reconstruir argumentos que permitieran “aceptar” una curva
en geometria. El principal argumento usado para la validacién de una curva en ma-
tematicas fue su construccion, pues es alli donde se presentaron como herramientas
o como soluciones a problemas geométricos, el cardcter constructivo estaba por
encima del simbélico.

Desde la perspectiva de la importancia de las construcciones en el analisis de las
curvas, los instrumentos mecanicos intervinieron profundamente en su aceptabili-
dad; por un lado, permitieron ilustrar construcciones que validaran curvas algebrai-
cas, y en otro sentido, provocaron una gran discusién sobre si las curvas construidas
por instrumentos mecanicos podrian denominarse como mecanicas o geométricas,
pero no cabe duda de que son precursores de la variacion, del movimiento entre
lineas para la determinacion de construcciones dindmicas y de motivadores de rela-
ciones entre representaciones geométricas y algebraicas.

Actividades asociadas a la resolucién de problemas

El desarrollo presentado hasta el momento da cuenta de las estrategias, el lenguaje,
los argumentos y las representaciones que comprenden el trabajo cartesiano en la
Geometria. En este apartado, se pretende hacer explicitas estas formas de proceder
en Descartes como un investigador que resuelve problemas, en el sentido de carac-
terizar su trabajo como matematico; es decir, se describe el proceso a través del cual
daba soluciones a las situaciones geométricas y algebraicas que se le presentaron.

Para manifestar y caracterizar el trabajo de Descartes en el proceso de resolu-
cién de problemas, es necesario referirse a las situaciones problema que fundamen-
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taron el discurso de la Geometria, y para ello también es importante reconocer que
todas las situaciones no tienen el mismo estatus epistemolégico dentro de la cons-
titucion del libro, pues algunos problemas tenian el caracter de responder a una
pregunta especifica, como cudl es el tipo de curva que describe el movimiento de
dos o mas lineas cuando algunas cantidades permanecen invariantes, en cambio
otros tenian un caracter mas general, como qué tipo de curvas me permiten solu-
cionar una ecuacion algebraica de grado x = 2. Lo importante en esta cuestion es
que para los problemas geométricos, Descartes tenia un método fundamentado en
suponer que el problema estaba resuelto para asi poder trabajar con las expresiones
y relaciones que se deducen de esto.

Dentro del esquema previsto para la solucion, es posible analizar que en el
proceso de formulacion de la resolucion, Descartes suponia el problema resuelto
como una estrategia que le permitia emplear un lenguaje simbdlico en el estable-
cimiento de las relaciones geométricas presentes en la situacién, ademas de traba-
jar con las expresiones algebraicas que interpretaban el trabajo entre magnitudes,
lo cual le daba la posibilidad de moverse con algoritmos y procedimientos que le
permitian Ilegar a comunicar sus conclusiones a partir de la expresién obtenida.

Por ejemplo, para el problema de clasificar las “curvas geométricas” segin el
grado de la ecuacién asociada, estudia el caso de la curva EC descrita por la inter-
seccion de la regla GL y la figura plana rectilinea CNKL, cuyo lado KN se prolonga
indefinidamente en la direccién de C, y al estar movida en el mismo plano en el que
estd este lado KL, siempre coincide con alguna parte de la linea BA (prolongada en
ambas direcciones), e imparte a la regla GL un movimiento de rotacion sobre G (la
regla atada a la figura CNKL en L) (figura 4). En este caso, Descartes establece sim-
bolicamente las relaciones geométricas que subyacen de la situacién, lo que le per-
mite llegar a la expresion:

) cx
y =cy—zy+ay—ac

Esta igualdad le permite comunicar la conclusion solicitada, la curva construida en este
movimiento es de primera clase, y para Descartes, es especificamente una hipérbo-
la; para el andlisis que nos remite en este caso, también realiza un proceso de aplica-
cion, pues este método lo conforma como general para el andlisis de todo tipo de cur-
vas; con el fin de analizarlas y clasificarlas, en la primera parte del segundo libro afirma:

Yo podria dar a conocer muchos caminos para trazar y concebir una serie de lineas
curvas, cada una mas compleja que la anterior, pero pienso que el mejor camino para
agruparlas y clasificarlas en orden, es por el reconocimiento del hecho por el cual
todos los puntos de aquellas curvas que he llamado “geométricas”, esto es, aquellas
que admiten una medida precisa y exacta, deberan tener una relacién definida para
todos los puntos de una linea recta y que esta relacién debe ser expresada por medio
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de una sola ecuacién. Si esta ecuacién no contiene términos de mayor grado que un
rectdngulo de dos cantidades desconocidas, o el cuadrado de una, la curva serd de
primera y segunda clase, que contiene solo el circulo, la pardbola, la hipérbola y la
elipse, pero cuando la ecuacion tiene uno o mas términos de tercer o cuarto grado en
una o dos cantidades desconocidas, la curva serd de segunda clase, ...y asi indefini-
damente. (1996, p.416)

Esta conclusion permite identificar que la formulacién propuesta por Descartes para
el andlisis de la construccién de una curva se presenta luego del proceso de des-
cubrimiento de las relaciones existentes entre la construccién geométrica y las re-
presentaciones simbdlicas propuestas en una ecuacién, un proceso heuristico que
motiva el trabajo en resolucién de problemas.

El método cartesiano, como base en la solucién de problemas, propone el uso de
representaciones, técnicas y herramientas de construccion (maquinas) en su proceso
y validez; se trata de una forma enriquecida de relacionar los elementos en algebra y
geometria que pueden contribuir al analizar una situacion especifica. En este sentido,
dispone de herramientas para que quien resuelve pueda evidenciar desde diferentes
puntos de vista que es posible dar una interpretacién a una construccién geométrica.
Para referirse a la solucion de problemas en geometria, donde a partir de algunas can-
tidades conocidas es posible obtener una construccién de la situacién, indica:

Pero no me detengo a explicar esto con mas detalle para no privar a cada uno del
placer de aprenderlo por si mismo, ni impedir el cultivo Gtil del propio espiritu
ejercitandolo, que es, a mi parecer, la principal utilidad que puede obtenerse de esta
ciencia. (1996, p. 393)

Descartes enriquece no solo el método, sino también las cualidades investigativas
en quien resuelve problemas; fortalece la idea del uso de representaciones y herra-
mientas en la solucién de problemas geométricos, y lleva a la persona que resuelve
a cultivar una actividad principal en matematicas, la del descubrimiento.

El trabajo cartesiano es bastante enriquecedor en cuanto al uso de una diversidad
de representaciones para referirse a las situaciones geométricas planteadas, ademas
presenta diferentes relaciones entre estas representaciones, lo que lo hace un funda-
mento principal en el trabajo de dlgebra y geometria. Es crucial indicar que el tra-
bajo cartesiano presenta un algebra que no se fundamenta en un trabajo simbélico,
sino que es resultado de la correlacion de eventos y relaciones geométricas que no
se desvanecen en el trabajo sobre ecuaciones; es mas, el dlgebra se conecta con la
geometria en gran parte del tratamiento de las situaciones.

El método cartesiano en matematicas identifica como su principal objeto de es-
tudio las lineas curvas; a partir de su uso y caracterizacién, es posible identificar una
forma de tratar las situaciones geométricas; por eso, para Descartes se convierte en
un problema la bisqueda de caracterizar las lineas curvas por diferentes medios;
los instrumentos mecanicos y las expresiones simbdlicas asociadas emergen como
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los principales elementos que permiten estudiarlas, analizarlas y tipificarlas. Para
esto, Descartes describe una de sus formas generales asi:

Para encontrar todas las propiedades de las lineas curvas basta con saber la relacion
que tienen todos sus puntos con los de las lineas rectas, [...] y conocer la manera de
trazar otras lineas que las corten en todos esos puntos en angulo recto. [...] Y me atre-
vo a decir que este es el problema mas Gtil y mas general no solo que yo conozca, sino
aun que yo haya anhelado jamas conocer en Geometria. (1996, p. 434)

Este termina siendo el modelo que permitirda a Descartes acercarse a las formas
de expresion simbdlicas que describan cada una de las cualidades que se construyen
en las curvas algebraicas y las situaciones geométricas.



CariTuLO 4. LA GEOMETRIA DE DESCARTES
EN LA FORMACION DE PROFESORES DE
MATEMATICAS

Al interior de este capitulo se presenta un intento de interpretacion no lineal del tex-
to de Descartes, Geometria (la traduccién al espafiol realizada por Sanchez y Quin-
tas en el ano de 1996); durante este proceso, se lleva a cabo un andlisis de contenido
cualitativo-descriptivo que permite seccionar el documento y descifrar los mensajes
de las comunicaciones que se encuentran al interior. En relacién con esto, compar-
timos con Navarro y Diaz (1994) que el contenido de un texto no esta en realidad
en este, sino fuera de él, en un plano en donde revela su sentido. Al interior de las
comunicaciones, se mantienen mensajes ocultos que son descifrados a través de la
complejidad y la globalidad de la comunicacion.

Los documentos que proporciona la historia de la matematica a los formadores
de profesores de matemdticas son, en su mayoria, comunicaciones escritas, y, de
acuerdo con Navarro y Diaz, “el andlisis de contenido de un texto tendria la mi-
sion de establecer las conexiones existentes entre el nivel sintactico de ese texto
y sus referencias semdnticas y pragmaticas” (1994, p. 180). Es decir, lo que podria
entender el formador de profesores de matemdticas de una obra histérica es la or-
ganizacion del texto, respecto a su significado y los factores extralingliisticos que
contextualizan la estructura del texto.

Para efectos de este trabajo, vamos a implementar la propuesta metodolégica de
analisis de contenido cualitativo descriptivo, que plantea lo siguiente.

El andlisis cualitativo de contenido se define a si mismo dentro de este marco de
trabajo como una aproximacién empirica, de analisis metodolégicamente controlado
de textos al interior de sus contextos de comunicacién, siguiendo reglas analiticas de
contenido y modelos paso a paso, sin cuantificacién de por medio. (Mayring, 2000,
citado en Céceres, 2003, p. 56)
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Este tipo de metodologia permite el andlisis de las comunicaciones a partir de uni-
dades de analisis cualitativas que permiten una interpretacién o una descripcién de
aspectos especificos determinados por el investigador. La figura 5 muestra las fases
del proceso que vamos a llevar a cabo:

Figura 5. Método propuesto por Caceres

Seleccion de un modelo de comunicacion

Preandlisis <

Definicion de unidades de
andlisis

[
Elaboracion de reglas de analisis €

|
>| Elaboracién de cédigos

,—I

Definicion de categorias

Sintesis final

Fuente: Caceres (2003, p. 59).

A continuacién se presenta la aplicacion de este disefo metodolégico para el caso
de la comunicacién que es de nuestro interés: la Geometria.

Seleccion del objeto de analisis

Aunque el estudio realizado por Bos (2001) hace un andlisis sobre el texto, en espe-
cial sobre los conceptos de exactitud y construccion, para efectos del objeto de este
trabajo, vemos necesario poder determinar con mayor precision los intereses de la
obra, haciendo uso de las actividades que consideramos pertinentes para la practica
que se llevo a cabo y que fueron discutidas en el capitulo anterior. Para efectos de los
andlisis que creemos debe hacer el formador del profesor de matematicas, este debe
tener una interpretacion puntual de la propuesta y su desarrollo a partir del anélisis
del propio texto; la practica que se encuentra en el texto debe ser auscultada desde
la mirada del profesor de formadores de profesores de matemdticas y desde la posi-
bilidades de desarrollo del conocimiento didactico del contenido matematico.
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Por tanto, reconocemos que la comunicacién mas importante que realizé Des-
cartes fue el texto del cual hemos venido hablando y sobre este, reconocemos una
primera clasificacion o estudio de la obra realizada por Bos (1998), en donde se
determina el objetivo de cada parte o libro del texto, y queda claro que la parte uno
hace referencia al andlisis de los problemas planos; la segunda, a la aceptabilidad de
las curvas, y el libro tres plantea las curvas simples y sus construcciones. Sin embar-
go, esta clasificacion deja de lado algunos de los problemas y actividades planteados
alrededor de la practica matemdtica que los historiadores indican que se encuen-
tran al interior de la obra, aspecto que creemos se puede superar al intentar ver la
obra no desde los libros en que esta distribuida, sino desde otro tipo de categorias.

Creemos que una diseccion de la obra que evidencie una reorganizacién de
esta a partir de aspectos que se relacionen con las actividades de la practica mate-
matica que se adelantaba en la época permite, como afirma Caceres (2003), un agru-
pamiento que posibilite niveles de abstraccién e interpretacion de la comunicacion,
que concluyan en establecer relaciones o inferencias entre los temas analizados.

El preanalisis

Esta fase considera la interpretacion de las conclusiones tedricas de los trabajos que
existen respecto al texto matematico de Descartes, en especial los realizados por Bos
(1998, 2001). El primer estudio de la obra se realiza por medio de esta informacién
y origina las siguientes afirmaciones:

1. En el desarrollo matematico que presenta Descartes en la Geometria, la solu-
cion de situaciones de tipo geométrico tienen como prioridad la determinacion
de soluciones exactas por métodos geométricos; para esto, toma en cuenta la
utilizacion de diferentes herramientas mecanicas que le permiten construir estas
soluciones. En este sentido, la construccion de curvas se convierte en heuristi-
ca para la resolucion de la situacion; lineas rectas y circulos son insuficientes a
la hora de resolver algunos problemas sélidos y lineales (que hacen uso, ademds
de lineas y circulos, de secciones cénicas y lineas curvas compuestas); por esta
razén, las representaciones, los instrumentos y la naturaleza de las lineas curvas
se establecen como objetivos fundamentales de la Geometria.

2. En el proceso de determinacion de soluciones para los problemas geométricos,
Descartes asume como primordial el estudio de la aceptabilidad de una linea
curva; esto hace que el producto de la propia construccion se convierta en un
nuevo problema para resolver, de tal forma que la instrumentalizacién mecanica
toma un papel fundamental en el proceso de construccion.

3. A partir de la arquitectura de instrumentos para la construccion de curvas, Des-
cartes establece diferentes representaciones, como medio para determinar diver-
sas maneras de estudiar una curva especifica; para Bos (1981), en la Geometria,
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la representacion de curvas es fundamental para estos problemas, los argumen-
tos sobre la aceptabilidad de curvas solo pueden ser formulados en términos de
las representaciones de las curvas; esta compleja discusion muestra el tratamien-
to de tres métodos diferentes de representacion: representacién que especifica
el movimiento continuo para trazar la curva, representacion por el método de
construccion de puntos sobre la curva y representacién que especifica el rastreo
del instrumento que involucra rectas; ademas, se hace referencia a otro, la repre-
sentacion por su ecuacion, y se aclara que para Descartes, esta representacion
no se considera como totalmente aceptable.

Estos tres elementos son el punto de partida del andlisis y permiten definir las uni-
dades de analisis correspondientes; debe ser claro que los aspectos anteriormente
nombrados hacen parte de los asuntos que en primera instancia llaman la atencién
para la formacion de profesores; esta fase de preandlisis, tal y como la describe Cace-
res (2003), explicita los objetivos y el interés de estudio de la obra, revela las primeras
interpretaciones del material de trabajo y centra el objetivo en una parte del objeto.

Unidades de analisis

Se tiene en cuenta que

Las unidades de analisis representan los segmentos del contenido de los mensajes que
son caracterizados e individualizados para posteriormente categorizarlos, relacionar-
los y establecer inferencias a partir de ellos. En ocasiones, a la unidad de andlisis
propiamente tal se le denomina “unidad de registro”, es decir, la unidad de conteni-
do significativo dentro del documento que servira para extraer resultados. (Briones,
1988b, citado en Céceres, 2003, p. 9)

Para proceder en la toma de decisiones sobre las unidades que nos permitiran com-
pletar el andlisis del texto y llevar a cabo la descripcién que pretendemos poner en
juego en la formacion de profesores, es necesario contar con los siguientes aspectos:

e La traduccioén de la Geometria con que trabajamos es la versién en espanol tra-
ducida por Sdnchez y Quintas; recordamos que este documento no presenta un
trabajo matematico en las condiciones de lo que hoy consideramos y mas bien,
podriamos decir, esta escrito de manera retérica. No esta organizado a partir
de postulados y proposiciones y las palabras “teorema” o “corolario” no apare-
cen dentro del Iéxico y la organizacion légica del texto.

e Dentro de la definicion tedrica de las actividades que permean la practica ma-
tematica, hemos aclarado aspectos fundamentales de ellas para efectos del co-
nocimiento didactico del contenido matematico; por lo tanto, las unidades de
andlisis del texto estan relacionadas con las actividades de descubrimiento, ex-
plicacién, formulacién y representaciones expuestas anteriormente.
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* Se usa una diseccion a partir de frases que contienen las palabras tomadas
como unidades de analisis, o que al interpretarlas contienen el significado de
dicha unidad.

Inicialmente, se tienen cuatro unidades de andlisis que hacen referencia a frases
que contengan o signifiquen alrededor de la(s) palabra(s): definicion, prueba, cons-
truccién mecanica, demostracion-construccion. La primera se refiere a cuales son
los soportes matemdticos con que planea la obra y qué aspectos considera conclui-
dos al punto de intentar definirlos. La segunda intenta determinar el tipo de argu-
mentos con los que el autor va construyendo la obra. La tercera unidad se deduce
de la importancia que encontramos en la dicotomia que Descartes quiere abordar
respecto a las curvas mecanicas y los instrumentos utilizados para trazarlas, en com-
paracién con los trabajos de la Antigliedad con regla y compds; se consideran los
apartes en donde se hace uso de instrumentos mecanicos o en donde se infiere un
movimiento de lineas rectas para generar curvas. El cuarto andlisis intenta determi-
nar si la idea de construccién matematica agenciada por medio de instrumentos
mecanicos hace parte del modelo de validacion utilizado por Descartes para dar
validez a las formulaciones tedricas que realiza.

Con el animo de intentar sistematizar, la informacién se acopia en la tabla 2. La
primera columna indica el nimero de la pagina del libro original y en la segunda se
encuentra el fragmento que nos interesa para el anélisis, o una interpretacién de lo
que hace el autor o la frase de lo que se encuentra en esa parte del texto.

Tabla 2. Andlisis primeras categorias

Definiciones

Definiciones de operaciones: no son necesarias en geometria para llegar a
conocer las lineas que se buscan y para disponerlas a ser conocidas, sino
370 anadir o sustraer otras, o bien tomando una linea que consideraré como la
unidad para relacionarla tanto mas facilmente con los nimeros (multipli-
cacion, division y raiz cuadrada).

Sobre el uso de letras en geometria: no es necesario trazar de esta for-
ma tales lineas sobre el papel, es suficiente designar cada una de ellas por
una letra. Asi, para sumar la linea BDy CH, llamo alaunaayalaotraby
escribo a + b. Por lo tanto, escribiré a - b para indicar la resta de b respecto
de a. Y escribiré ab para indicar la multiplicacién de una por la otra. Asf
mismo a/b para dividir a por b.Y aa o a’ para multiplicar a por si misma,

y asf hasta el infinito; y ¥a’+b* para obtener la raiz cuadrada de a* + b

finalmente ¥C.a’ - b’ + abb para obtener la raiz cibica de a* — b* + abb y
de forma similar para otras.

371

Raiz cibica: igualmente, se debe tener en cuenta que todas las partes
de cada linea deben, ordinariamente, expresarse con el mismo nimero de

372 dimensiones cuando la unidad no ha sido establecida en la formulacién del

problema. Asi, a’ contiene las mismas dimensiones que abb o que b’.
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373-374

Sobre el procedimiento para acceder a las ecuaciones que sirven para
resolver los problemas: [...] sin establecer distincién entre las lineas cono-
cidas y desconocidas, debemos descifrar el problema siguiendo el orden
que muestre, de modo mas natural, las relaciones entre esas lineas, has-
ta que se identifique un medio de expresar una misma cantidad de dos
formas: esto es lo que se entiende por ecuacion.

De esta manera, se pueden recudir todas las cantidades desconocidas a
una sola, siempre que el problema pueda ser construido mediante circulos
y lineas rectas, secciones cénicas o por medio de cualquier otra linea cur-
va de grado no superior al tercero o cuarto.

375

Cuales son los problemas planos: si el problema puede ser solucionado
mediante la geometria ordinaria, esto es, mediante el uso exclusivo de
Iineas rectas y circulos trazados sobre una superficie plana

388-390

Las lineas curvas que pueden admitirse en geometria: lineas curvas a partir
de la interseccién de lineas rectas y su movimiento, el cual puede ser con-
tinuo o por varios movimientos.

414

Clasificacion de todas las curvas en géneros y la relacion de sus puntos
con los de las rectas: las lineas curvas geométricas (medida precisa y exac-
ta) tienen necesariamente alguna relacion con todos los puntos de una
Iinea recta y esta relacion puede ser expresada por alguna ecuacion valida
para todos los puntos.

407

Curvas de primer género son circulo, parabola, elipse e hipérbola.

414

Curvas de segundo tipo son aquellas que alcanzan el tercer o cuarto grado;
las de tercer tipo, las que alcanzan quinto o sexto grado y asi sucesivamen-
te hasta el infinito.

407

Definicion de lugares planos y sélidos.

412

Lineas curvas que se tranzan hallando varios de sus puntos y que pueden
ser admitidas en geometria.

Lineas que pueden trazarse utilizando una cuerda y que son admisibles.

430-431

Propiedades de los géneros de 6valos en relacion con las reflexiones y
refracciones.

442

Definicion de las lineas curvas que se deben utilizar en la construccion de
cada problema.

Prueba

393-394-395-396

Clasificacion de todas las curvas en géneros y la relacion de sus puntos
con los de las rectas,

e Identificacion del tipo de curva, dada su construccion, por medio de la
ecuacion que la representa (curva de primer tipo).

e Dada una curva de primer tipo, condiciones para que sea de tercer tipo,
cuarto tipo y asi hasta el infinito.

e Existe una regla general para reducir el cubo en el cuadrado del cuadra-

do, al supersélido cualquiera del cuadrado del cubo, de modo que la
Gltima no debe ser considerada mas compleja que la precedente.

Pag. 425 Demostraciones de las afirmaciones del lado recto en cada curva y otras a
405-406-407 partir del problema de Pappus con tres o cuatro rectas.

Problema de los antiguos propuesto para cinco lineas (con condiciones
408-409-410 determinadas), el punto buscado se encontrara en una curva generada por

el movimiento de una pardbola.
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Problema de los antiguos propuesto para cinco lineas (modificando las con-

4l diciones), el punto buscado se encontrara en una curva de otra naturaleza.
Para hallar las propiedades de las lineas curvas, basta con conocer la rela-
413 cién que guardan sus puntos con los de las rectas, y la forma de trazar otras
lineas formando dngulos rectos.
Demostracion de propiedades de los géneros de 6valos en relacién con las
reflexiones y refracciones.
432-433-434 e La multiplicacion y divisién de una cantidad a otra cantidad no la altera.
e Alteraciones de estas propiedades con los signos + vy -.
e Nimero de raices en cada ecuacion.
445 ¢ Raices falsas.
e La reduccién del nimero de dimensiones de una ecuacién cuando se
conoce alguna de sus raices.
446 e Determinar si una cantidad dada es el valor de una raiz.
e Numero de raices verdaderas que pueden darse en una ecuacion.
449 Al aumentar las raices verdaderas, disminuyen las falsas, y a la inversa.
454 Las raices, verdaderas o falsas, pueden ser reales o imaginarias.
457 Qué problemas son sélidos cuando la ecuacion es cibica.
Razones por las que los problemas sélidos no pueden ser construidos sin
476 las secciones cénicas y aquellos cuya complejidad es mayor sin otras de

complejidad creciente.

482-483-484-485

Demostracion de las propiedades descritas en 477-478-479-480.

Construccion mecanica

391-392

Cémo generar lineas curvas mas complejas que el circulo a partir del mo-
vimiento de lineas rectas que se intersectan (buscando aceptacién de di-
chas rectas desde las especulaciones de la geometria).
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Sobre la primera y mds simple de todas las lineas curvas utilizadas en el
problema de los antiguos cuando esta propuesto para cinco lineas.

Seguidamente, considero la curva CEG, que imagind descrita por la in-
terseccion de la pardbola CKN (moviéndose de modo tal que su eje KL se
encuentra sobre la linea recta AB).

409
€ c
o n
Procedimiento general para hallar lineas rectas que corten las curvas dadas
414-415 o sus tangentes, formando dngulos rectos (caso de la elipse, de la curva

generada por el movimiento de una parabola y otras).

416-417-418-419-
420-421-422-423

Cuando los puntos de la linea curva no se relacionan en la forma indicada
con los de una recta, sino con los de cualquiera otra imaginable.

e Casos en que se modifican las condiciones.

e Utilizacion necesaria de dos raices diferentes.
e Cuando una ecuacion tiene dos raices iguales.
e Cuando se busca un solo punto.

e El procedimiento permite establecer tantas ecuaciones como cantida-
des desconocidas supuestas.

e Ecuaciones con signos + vy —.

P G ™M A

424

Construccion del problema (proposiciones 416 a 423) en la concoide.
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Construccién de una lente con determinadas propiedades.

435-436-437 ¢ Si se dan dos cantidades, implicitamente se conoce su diferencia y se
pueden establecer proporciones con las diferencias de otras cantidades.
Construccién de una lente que produzca el mismo efecto (de 435-436-
437) guardando la convexidad en una de sus caras, una proporcion dada
con la de la otra.
438-439-440 . ,

e Como deberia trazarse otra superficie con el fin de que todos los rayos
procedentes de un punto dado incidiesen en otro que también fuera
dado.

Determinacion de dos y cuatro medias proporcionales
443
Y
\— —_
AN EY G, N
444 Determinaci(’)n de dos medigs proporcionales mediante las secciones c6-
nicas que pertenecen a la primera clase.
447 Como pueden convertirse en una ecuacion, raices verdaderas en falsas y
viceversa.
448 Aumentar o disminuir el nimero de raices de una ecuacién sin conocerla.
449 Cémo sacar el segundo término de una ecuacion.
451 Procedimiento.para lograr que las raices falsas pasen a ser verdaderas, sin
que suceda lo inverso.
450 Procedimiento para completar los diversos lugares de una ecuacion.

e Multiplicacién o division de raices desconocidas.

e Como reducir los quebrados en una ecuacion.

453 e Coémo establecer una igualdad entre la cantidad conocida de uno de los
términos de la ecuacion y otra cantidad dada.

455 Como reducir las ecuaciones cubicas cuando el problema es plano.

456 Cémo dividir una ecuacién por un binomio que contiene su raiz.

65
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464

Regla general para reducir las ecuaciones que pasan el cuadrado de cuadrado.

P —
q

r—_—

465-466-467-468-
469

Forma general de recudir todos los problemas sélidos en una ecuacién de
tercer o cuarto grado.

e Trazado de un circulo, en el caso de que la ecuacion dada sea cubica.
e Utilizacién de signos +y —.

¢ Deducciones de la construccion.

e Relacion de la media proporcional (bajo condiciones) es igual a una raiz.

474-475

Coémo expresar el valor de todas las raices de las ecuaciones cubicas y de
todas las bicuadrdticas.

* Manejo de signos.

477-478-479-480

Procedimiento general para construir todos los problemas reducidos a una
ecuacion no superior al grado sexto.
e Tal regla debe permanecer conectando ambos puntos mientras ascien-
de o desciende la parabola sobre la linea.
e De modo que las perpendiculares trazadas desde estos puntos sobre la
linea serdn las raices buscadas sin que exista excepcién o fallo alguno,
dada la aplicacion de esta regla.

A<® H
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Demostracion-construccion

380-381-382-383-
384-385-386-387

Demostracion y construccién del teorema de Pappus

e Cémo deben establecerse los términos para alcanzar la ecuacion en
este ejemplo (problema de Pappus).

e La dnica excepcién serd cuando las lineas dadas sean paralelas a la
linea AB.

¢ Modo de hallar que el problema es plano cuando no se ha propuesto
para mas de cinco lineas.

¢ Y aunque tengamos hasta nueve lineas dadas, con tal de que no todas
sean paralelas, puede siempre lograrse que la ecuacion no sobrepase el
cuadrado del cuadrado.

397

Explicacion del teorema de Pappus
e Cuando no han sido tomadas mas de ocho lineas rectas.

¢ Cuando no han sido tomadas mas de doce lineas rectas (y asi sucesiva-
mente para otros casos).

Método para descubrir la linea curva en cada caso a partir de tres o cuatro
rectas, demostrando asi que el primer tipo de curvas no admite sino a las
secciones conicas y al circulo.

e Alteracion de signos en las ecuaciones de las curvas.
e Sustituciones de expresiones por una letra.

e Distintas posiciones del punto en cuestion a partir de los valores de las
expresiones.

e Determinacion de la curva a partir de su signo.

458-459

La reduccién de las ecuaciones con cuatro dimensiones cuando el proble-
ma es plano y cuando el problema es sélido.

460-461

Conocer todas las raices de la ecuacién propuesta y, en consecuencia,
construir el problema cuya solucion se expresa, no es necesario utilizar
sino circulos y lineas rectas.

 Cuando no se encuentran raices verdaderas ni falsas, se deduce que las
cuatro raices de la ecuacion original son imaginarias.

470

Cémo determinar dos medias proporcionales.

471

Cémo trisecar un angulo.

472-473

Reduccion de los problemas sélidos a la determinacion de dos medias
proporcionales o a la triseccion de un angulo.

425-426

Primer 6valo y segundo 6valo: construir évalos de mayores o menores dimen-
siones, construccion de un circulo que corta a otro de los del mismo 6valo.

427-428

Construccion del tercer 6valo y cuarto évalo.

429

Condiciones para que los évalos de primer género sean rectas; los évalos
de segundo género, todas las posibles hipérbolas; los 6valos de cuarto gé-
nero, todas las posibles elipses.

441

Aplicaciones de 438-439-440 sobre las lineas curvas trazadas sobre una su-
perficie plana, a las que se describen en un espacio con tres dimensiones.

462-463

Aplicaciones de las reducciones (458-459-460-461).

Al tomar la diseccién por las unidades, se puede determinar, en la primera unidad
de analisis, que las definiciones que se realizan durante el texto permiten evidenciar
un camino a seguir en términos de la representacion de curvas a partir de elementos
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basicos que se convierten en fundamentales; el rompimiento de la homogeneidad
se permea en las definiciones sobre las curvas a través de la relacion de las lineas
curvas con los puntos que se generan a partir del movimiento de lineas rectas. El
hecho de que la operacién producto entre segmentos genere un segmento permi-
te hacer relaciones entre cantidades conocidas y desconocidas; de esta manera, la
idea de esta linea recta (la que se genera en el rompimiento de la homogeneidad) es
transversal al documento.

Respecto a la segunda unidad, prueba, se concluye que los aspectos que se quie-
ren trabajar hacen referencia a la existencia y clasificacién de curvas; los plantea-
mientos iniciales, esencialmente los del libro uno e inicios del libro dos, son mas
retdricos y estan armados de tal forma que las justificaciones sobre la mecanica van
desapareciendo para dar inicio y luego consolidacién a las representaciones simbo-
licas a partir de ecuaciones, de los problemas propuestos por el autor.

En la tercera unidad, se determina el planteamiento de los instrumentos meca-
nicos o compases con el fin de determinar la existencia de la curva a partir de la
posibilidad de trazo de los puntos que pertenecen a ella; en este proceso se hace
muestra de los compases, pero no necesariamente todos los sitios del documento
que hablan de una curva mecanica hacen uso de alguno de ellos; en esencia, se ha-
bla del movimiento a partir de una interseccién de curva y esto permite caracterizar
los puntos que pertenecen a ella.

Se reconoce que los puntos que conforman la curva son descritos a partir de seg-
mentos que estan relacionados y que permiten definirla; es decir, la base fundamental
de las construcciones mecanicas termina siendo la relacion entre segmentos que de-
finen puntos de curvas. La curva aparece como un conjunto de puntos que cumplen
una condicion dada; para el caso de las conicas, el conjunto de puntos es descrito a
partir de la consecucion de una de las propiedades propuestas por Apolonio. Es decir,
se parte de la conica como objeto geométrico, de su definicién a partir de proporcio-
nes, para generar un modelo que ahora me permita verla de manera analitica.

En la cuarta unidad de andlisis, se desarrollan las pruebas a partir de la construccion
de dos aspectos: puntos que pertenecen a una curva, por medio de representaciones
pictéricas, y la construccion de la representacion simbdlica de la relacién en-
tre los puntos, lo que genera una ecuacion que posibilita representar la relacién entre
los puntos con la herramienta del dlgebra. A partir de ahi se evidencia un trabajo que
puede considerarse como el estudio de la curva; mejor, de elementos fundamentales
de ella, como lo son sus raices. Aparece la curva como objeto de andlisis; epistemo-
l6gicamente, el papel que se le otorga a la representacion simbélica va aumentando
hasta que se permite que la manipulacion de este tipo de escritura se transforme, al
punto de poder decir sobre aspectos de la curva.

Esta primera separacion de informacién del texto a partir de las unidades de ana-
lisis permite evidenciar que existen algunos otros elementos en los cuales debe ser
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reorganizado el documento y que permiten obtener informacion puntual. Al analizar
la informacion dispuesta, se observa que las palabras “curva” y “ecuacién” aparecen
en cada una de las unidades de anélisis utilizadas anteriormente, tanto en términos de
definicién como de justificacion, como en la construccién mecanica; de esta manera,
creemos que es ilustrativo para la descripcion que queremos realizar hacer una di-
seccion del texto por estas subunidades de analisis: curva, ecuacion, ecuacion-curva.

Las frases o conclusiones sobre un apartado del texto para cada una de las sub-
unidades hacen referencia a fragmentos del texto donde se usa la palabra o la rela-
cién para determinar algdn asunto respecto a él mismo, no consideramos frases en
donde la palabra o relacion esté puesta de otra manera. A continuacion se presenta
la nueva organizacion.

Tabla 3. Analisis subcategorias

Curva

388-389-390 Las lineas curvas que pueden admitirse en geometria. Discusién sobre las
Libro segundo curvas mecanicas y su validez en el cuerpo de las matematicas como curvas.
391-392 Cémo generar lineas curvas mas complejas que el circulo a partir del movi-
Libro segundo miento de lineas rectas que se intersectan.

Clasificacién de todas las curvas en géneros y la relacion de sus puntos
393 con los de las rectas. Asimismo, la linea curva sera del primero y mas sim-
Libro segundo ple tipo, en el que no estan comprendidos sino el circulo, la parabola, la

hipérbola y la elipse.

Dada una curva de primer tipo, condiciones para que sea de tercer, tipo, cuar-
395 to tipo y asi hasta el infinito. Estas afirmaciones son facil de probar mediante el
calculo.Y de cualquier otra forma que se imagine la descripcién de una curva,
siendo del nimero de las que son llamadas geométricas, siempre se podrd
hallar una ecuacién para determinar de este modo todos sus puntos.

Libro segundo

Pero es preciso sefalar que entre las lineas de cada uno de estos géneros,
aunque la mayor parte de ellas tenga la misma complejidad, de modo tal que
puedan servir para determinar los mismos puntos y construir los mismos pro-
blemas, sin embargo, hay siempre algunas mas simples cuya utilidad es mas
396 limitada. Asi entre las del primer tipo, ademds de la elipse, la pardbola y la
Libro segundo hipérbola, cuya complejidad es la misma, también esta incluido el circulo que
es obviamente una curva mas simple. Entre las de segunda clase, se encuentra
la concoide vulgar que toma su origen del circulo y algunas otras que, aunque
no tengan una utilidad tan amplia como la mayor parte de las de su clase, sin
embargo, no pueden ser consideradas pertenecientes al primer tipo.
Clasificacién de todas las curvas en géneros y la relacién de sus puntos con
Pag. 414 los de las rectas: las lineas curvas geométricas (medida precisa y exacta) tie-

nen necesariamente alguna relacién con todos los puntos de una linea recta
y esta relacion puede ser expresada por alguna ecuacion vélida para todos
los puntos.

Libro segundo

Pag. 414

. Curvas de primer tipo son circulo, parabola, elipse e hipérbola.
Libro segundo

Pag. 414 Curvas de segundo tipo son aquellas que alcanzan el tercer o cuarto grado;
las de tercer tipo, las que alcanzan quinto o sexto grado, y asi sucesivamente
hasta el infinito.

Libro segundo

69
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397
Libro segundo

Explicacion del teorema de Pappus
e Cuando no han sido tomadas mas de ocho lineas rectas.

¢ Cuando no han sido tomadas mds de doce lineas rectas (y asi sucesiva-
mente para otros casos).

412

Libro segundo

Lineas curvas que se trazan hallando varios de sus puntos y que pueden ser
admitidas en geometria.

Lineas que pueden trazarse utilizando una cuerda y que son admisibles.

413
Libro segundo

Para hallar las propiedades de las lineas curvas, basta con conocer la rela-
cién que guardan sus puntos con los de las rectas, y la forma de trazar otras
lineas formando dngulos rectos.

Condiciones para que los 6valos de primer género sean rectas; los 6valos de

429
. segundo género, todas las posibles hipérbolas; los 6valos de cuarto género,
segundo libro todas las posibles elipses.
430-431 Propiedades de los géneros de évalos en relacion con las reflexiones y re-
Libro segundo fracciones.
434 . . .
. Alteraciones de estas propiedades (432, 433) con los signos +y -.
Libro segundo
442

Libro tercero

Definicién de las lineas curvas que se deben utilizar en la construccion de
cada problema.

476
Libro tercero

Razones por las que los problemas sélidos no pueden ser construidos sin
las secciones conicas y aquellos cuya complejidad es mayor sin otras de
complejidad creciente.

Por ello creo realizar lo mejor si facilito una regla general para construirlos,
empleando la linea curva que se describe por la interseccién de una pard-
bola y una linea recta de la forma ya explicada. Me atrevo a afirmar que no
hay otra mas simple en la naturaleza que pueda contribuir a tal efecto y se ha
visto como sigue a las secciones cénicas en esta cuestion tan estudiada por
los antiguos y cuya soluciéon muestra por orden todas las lineas curvas que
deben ser recibidas en geometria.

Ecuacion

373

Libro primero

[...] sin establecer distincién entre las lineas conocidas y desconocidas, debe-
mos descifrar el problema siguiendo el orden que muestre, de modo mds natu-
ral, las relaciones entre estas lineas, hasta que se identifique un medio de expre-
sar una misma cantidad de dos formas: esto es lo que se entiende por ecuacion,
pues los términos de una de estas expresiones son iguales a los de la otra.

375 Co6mo se resuelve un problema plano, de la forma z* = az + bb con z como
Libro primero incognita.
376

Libro primero

Cé6mo se resuelve un problema plano, de la forma z* = az + bb con z como
incognita.

380-381-382-383-
384-385-386-387

Libro primero

Demostracion y construccion del teorema de Pappus, para tal fin, Descartes
recurre a su método, lo cual implica la utilizacién de ecuaciones durante
todo su desarrollo.

403-404 Determinacién de ecuaciones del lado recto en cada curva y otras a partir
Libro segundo del problema de Pappus con tres o cuatro rectas.
414-415 Procedimiento general para hallar lineas rectas que corten las curvas dadas

Libro segundo

o sus tangentes, formando dngulos rectos (caso de la elipse, de la curva ge-
nerada por el movimiento de una pardbola y otros).
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416-417-418-419-
420-421-422-423

Libro segundo

Cuando los puntos de la linea curva no se relacionan en la forma indicada
con los de una recta, sino con los de cualquiera otra imaginable.

e Casos en que se modifican las condiciones.

e Utilizacion necesaria de dos raices diferentes.
e Cuando una ecuacion tiene dos raices iguales.
e Cuando se busca un solo punto.

e El procedimiento permite establecer tantas ecuaciones como cantidades
desconocidas supuestas.

® Ecuaciones con signos + vy -.

432-433
Libro segundo

Demostracion de propiedades de los géneros de évalos en relacion con las
reflexiones y refracciones.

* Multiplicacién y divisién de una cantidad a otra cantidad no la altera.

e Alteraciones de estas propiedades con los signos + vy -.

441

Libro segundo

Aplicaciones de 438-439-440 sobre las lineas curvas trazadas sobre una su-
perficie plana, a las que se describen en un espacio con tres dimensiones.

445
Libro tercero

e Ndmero de raices en cada ecuacion.
e Raices falsas.

e La reduccién del nimero de dimensiones de una ecuaciéon cuando se
conoce alguna de sus raices.

Es evidente, a partir de lo expuesto, que la ecuacion que tiene varias raices
es siempre divisible por un binomio formado por la cantidad desconocida
menos el valor de una de las raices verdaderas, o mas el valor de una de las
raices falsas. De este modo, pueden ser reducidas las dimensiones (el grado)
de una ecuacion.

446 e Determinar si una cantidad dada es el valor de una raiz.
Libro tercero e Nimero de raices verdaderas que pueden darse en una ecuacion.
447 Cémo pueden convertirse en una ecuacion, raices verdaderas en falsas y
Libro tercero viceversa.
448 L p . oL

) Aumentar o disminuir el nimero de raices de una ecuacién sin conocerla.
Libro tercero
449 . - -

) Aumentando las raices verdaderas disminuyen las falsas y a la inversa.
Libro tercero
450 , L ‘2

) Cémo sacar el segundo término de una ecuacion.
Libro tercero
451 Procedimiento para lograr que las raices falsas pasen a ser verdaderas, sin
Libro tercero que suceda lo inverso.
452 Procedimiento para completar los diversos lugares de una ecuacién

Libro tercero

e Multiplicacién o division de raices desconocidas.

453
Libro tercero

e Como reducir los quebrados en una ecuacién.

e Como establecer una igualdad entre la cantidad conocida de uno de los
términos de la ecuacion y otra cantidad dada.

454
Libro tercero

Las raices, verdaderas o falsas, pueden ser reales o imaginarias.

7
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455

Libro tercero

Coémo reducir las ecuaciones ctbicas cuando el problema es plano.

456

Libro tercero

Coémo dividir una ecuacién por un binomio que contiene su raiz.

457
Libro tercero

Qué problemas son sélidos cuando la ecuacion es cibica.

458-459
Libro tercero

La reduccién de las ecuaciones con cuatro dimensiones cuando el problema
es plano y cuando el problema es sélido.

460-461
Libro tercero

Conocer todas las raices de la ecuacién propuesta y, en consecuencia, cons-
truir el problema cuya solucién es expresa, no es necesario utilizar sino cir-
culos y lineas rectas.

¢ Cuando no se encuentran raices verdaderas ni falsas, se deduce que las
cuatro raices de la ecuacién original son imaginarias.

462-463
Libro tercero

Aplicaciones de las reducciones (458-459-460-461).

464
Libro tercero

Regla general para reducir las ecuaciones que pasan el cuadrado de cuadrado.

465-466-467-468-

469

Libro tercero

Forma general de recudir todos los problemas sélidos en una ecuacion de
tercer o cuarto grado.

e Trazado de un circulo, en el caso de que la ecuacion dada sea cubica.
e Utilizacion de signos +y —.
e Deducciones de la construccion.

¢ Relacion de la media proporcional (bajo condiciones), que es igual a
una raiz.

470
Libro tercero

Cémo determinar dos medias proporcionales.

471
Libro tercero

Coémo trisecar un dngulo.

472-473
Libro tercero

Reduccion de los problemas sélidos a la determinacién de dos medias pro-
porcionales o a la triseccién de un dngulo.

474-475
Libro tercero

Cémo expresar el valor de todas las raices de las ecuaciones clbicas y de
todas las bicuadraticas.

e Manejo de signos.

Curva y ecuacién

394
Libro segundo

Identificacién del tipo de curva, dada su construccion, por medio de la ecua-
cién que la representa (curva de primer tipo).

398-399-400-401-

402
Libro segundo

(Condiciones en la ecuacion para caracterizar una curva). Método para descu-
brir la linea curva en cada caso a partir de tres o cuatro rectas demostrando asf
que el primer tipo de curvas no admite sino a las secciones cénicas y al circulo.

e Alteracion de signos en las ecuaciones de las curvas.
e Sustituciones de expresiones por una letra.

e Distintas posiciones del punto en cuestion a partir de los valores de las
expresiones.

e Determinacion de la curva a partir de su signo.
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Problema de los antiguos propuesto para cinco lineas (con condiciones de-
terminadas), el punto buscado se encontrard en una curva generada por el
movimiento de una parabola.

408-409-410
Libro segundo

411 Problema de los antiguos propuesto para cinco lineas (modificando las con-
Libro segundo diciones), el punto buscado se encontrard en una curva de otra naturaleza.

Procedimiento general para construir todos los problemas reducidos a una
ecuacién no superior al grado sexto.

e Tal regla debe permanecer conectando ambos puntos mientas asciende o

477-478-479-480
desciende la pardbola sobre la linea.

Libro tercero )
e De modo que las perpendiculares trazadas desde estos puntos sobre la

linea seran las raices buscadas sin que exista excepcion o fallo alguno,
dada la aplicacion de esta regla.

481-482-483-484-
485 Demostracién de las propiedades descritas en 477-478-479-480.
Libro tercero

Después de esta nueva organizacion, se puede afirmar, respecto a la subunidad de
analisis curva, que Descartes se apoya en esta nocion para plantear un método de
solucion de problemas geométricos que permite la verificacion, validacién y vali-
dez de las matemdticas. De esta manera, es posible dar solucién a los problemas
geométricos conocidos hasta el momento; por ejemplo, se plantea una solucién de
la triseccién del angulo. De igual manera, se observa el reconocimiento de criterios
de rigor e intenciones de generalizacion a través de la creacion de una taxonomia
para las curvas, aspecto que, desde nuestra percepcion, pone de juego una actividad
de rigor y validacion de este objeto para las matemdticas.

En este sentido, podemos afirmar que inicialmente construye una retérica sobre
la importancia de entender las curvas mecdnicas como parte de las matemadticas, ya
que su construccion y exactitud se pueden verificar por medio de la geometria anti-
gua y, por tanto, la instrumentalizacion de la representacién no diferiria de la que se
realiza con un compds para realizar una circunferencia.

Al analizar los fragmentos en donde se habla de la nocién de curva, se ve una organi-
zacion intencional de complejizacion del asunto, que lo podemos dividir en dos fases:
la primera consiste en justificar o aclarar el uso de curvas para la solucién de proble-
mas geométricos, parte de este trabajo incluye la resolucién del problema de Pappus,
el cual hasta ahi lo vemos como un ejemplo de las posibilidades que tiene la nueva
técnica que propone para la solucién de problemas. La segunda trabaja con la organi-
zacion y creacién de curvas en el cuerpo de conocimiento que esta creando; es decir,
no trabaja en relacion con la técnica, sino con la validez y organizacion de las curvas
como objeto matematico; con este propdsito trabaja en el libro tres.

Respecto a la segunda subunidad de analisis, se identifica en la obra que son
las ecuaciones la herramienta que utiliza Descartes para conformar el andlisis de
curvas. Inicialmente, construye un método que le permite armar ecuaciones usan-
do cantidades conocidas y desconocidas (aspecto que histéricamente se encuentra
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en los trabajos de Vieta) para luego dar inicio a la solucion de situaciones de tipo
geométrico, el problema de Pappus y al andlisis de aspectos de las propias curvas,
en esencia a las raices de polinomios.

Al revisar el libro tres, se analiza el tipo de elementos de las curvas que es posi-
ble analizar a partir de ecuaciones, y las conclusiones de estos son cercanas a lo que
hoy conocemos como el teorema fundamental del algebra y el teorema del factor.
Sin embargo, lo que parece mas valioso en la revision transversal del uso de ecua-
ciones es que la misma herramienta que utiliza para resolver los problemas la usa
para analizar las curvas desde el punto de vista matemdtico, aspecto que otorga dos
dimensiones a la herramienta ecuacién en la obra: para resolucion de problemas y
para conocer aspectos internos de la propia curva.

Respecto a la tercera subunidad de andlisis, podemos decir que confirma los aspec-
tos epistemologicos propuestos en las dos subunidades anteriores; la relaciéon curva-
ecuacion se encuentra generalmente en la pretensién de generalizacion de los pro-
blemas (en especial en Pappus) y en la prueba de generalizacion de la clasificacion
de curva. Vale la pena hacer referencia a un aspecto que por el tipo de pretensiones de
este estudio parece importante: en la Geometria no se encuentra la relacién contra-
ria ecuacion-curva; este aspecto nos parece relevante en el estudio del texto, pues
evidencia un valor epistemolégicamente diferente para los dos tipos de representacion,
y es mas relevante la posibilidad de instrumentar o dibujar las relaciones dadas y que
se pueden deducir de los problemas para luego ser configuradas a partir de relaciones.

En los apartados que se seleccionaron para esta relacién, se evidencia la impor-
tancia que el autor otorga a la representacion de los puntos de la curva por medio de
la construccion geométrica; al igual que Bos (2001), creemos que se puede hablar
de la construccién de una ecuacion, aspecto que se convierte en fundamental para
entender la transicion que el autor hace de la curva a la ecuacion.

Como parte de la importancia que acontece en la obra alrededor de la nocién de
curva y con el fin de localizar las cénicas dentro del texto, se realizé un andlisis para
estas curvas. La importancia de realizar esta tarea consiste en que las cénicas fueron
tratadas en la Antigliedad desde el punto de vista geométrico en la obra de Apolo-
nio de Perga; con este cimiento estos objetos son tratados dentro de la obra; por lo
tanto, el andlisis de estas curvas en la obra permite evidenciar con mayor claridad la
relacién curva-ecuacion.
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Tabla 4. Andlisis cénicas

Curva

Frase

Parabola

402

Solucidn al problema de Pappus propuesto para tres o cuatro lineas

m
cénica serd una pardbola.

A saber si el término tiene valor cero, entonces tal seccién

oz
Y si esta seccion es una pardbola, su lado recto es igual 7 y su
eje se encuentra siempre sobre la linea IL... por este medio es facil
encontrar esta parabola de acuerdo con el primer problema del libro

primero de Apolonio.

408

Si el problema de los antiguos fuese propuesto para cinco lineas de
modo que cuatro de ellas sean paralelas y la quinta sea perpendi-
cular a las otras cuatro [...], entonces el punto que buscamos debe
encontrarse en una linea curva descrita por el movimiento de una
pardbola.

415

Relacion entre “x” y “y”
Si CE es una curva generada por el movimiento de una pardbola [...],

", " "y "

entonces la ecuacion que expresaria la relacion entre “x” y “y” seria:
y’ —by’ —cdy +bcd +dxy =0

464

Forma general de reducir todos los problemas sélidos en una ecua-
cion de tercer o cuarto grado:

“I...]1 me sentiré satisfecho en este lugar con facilitar solamente una
regla para encontrarlas todas por medio de una parabola puesto que,
en cierto modo, es la mds simple de estas curvas”.

485

Sin embargo, es necesario resaltar que en diversos casos puede suce-
der que el circulo corte tan oblicuamente a la pardbola de segundo
género que el punto de interseccién sea dificilmente determinable;
en consecuencia, tal construccion no seria comoda desde el punto
de vista practico.

Elipse

401
402

Solucién al problema de Pappus propuesto para tres o cuatro lineas

m
ces tal seccién conica serd una elipse.

A saber, si el término ~ es diferente de cero y negativo, enton-

Si el problema es una elipse o un circulo, es necesario determi-
nar el punto M y si m* es positivo, el lado recto de la figura seria

0’7’ . ampz’

a’ a’

415

uyn" uy

Relacién entre “x” y “y
Si CE es una elipse y MA el segmento de su eje, correspondiéndole
CM, r su lado recto y g su eje transversal, entonces mediante el teo-

p
rema 13 del libro primero de Apolonio tenemos que X* = ry—ay2

2 2
. - ry —2qvy +qv- —-qs
entonces dicha relacion es: y* + gry—-qvy+q 9 _ 0, pues, en
q-r
este caso, es preferible considerar conjuntamente la expresion que
establecer una igualdad entre sus partes.

75
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Hipérbola

) c
395 Por lo tanto, la ecuacién buscada es ¥ =Cy—EXy+ay—aC

En virtud de esta, conocemos que la linea EC es de primer tipo; en
efecto, no es sino una hipérbola.

Solucién al problema de Pappus propuesto para tres o cuatro lineas
7X2 . e
m . es diferente de cero y positivo, entonces

tal seccion conica sera una hipérbola.

A saber, si el término

401 Si el problema es una hipérbola o un circulo, es necesario determi-
nar el punto My si m” es negativo, el lado recto de la figura seria
0’z"  4mpz’

a’ a’

Pardbola, elipse, hipérbola

Asimismo, la linea curva sera del primero y mas simple tipo, en el
393 que no estan comprendidos sino el circulo, la parabola, la hipér-
bola y la elipse.

Solucién al problema de Pappus propuesto para tres o cuatro lineas

Es necesario proceder a indicar con mds precision el método para
397 descubrir la linea curva buscada en cada caso, cuando no son dadas
sino tres o cuatro lineas rectas; tal analisis mostrara que la clase pri-
mera no contiene otras lineas que las tres secciones cénicas (parabo-
la, elipse, hipérbola) y el circulo.

Solucién al problema de Pappus propuesto para tres o cuatro lineas

Pdg. 428 Si esta linea es recta o circular (la linea pedida en el problema), se
dice que se trata de un lugar plano; pero si es una pardbola, una hi-

pérbola o una elipse, entonces se dice que se trata de un lugar sélido.

En este complemento del analisis anterior respecto a curva, ecuacién y curva-ecua-
cién, podemos inferir que las conicas hacen parte del acervo de aspectos que tuvo
en cuenta Descartes para poder solucionar problemas y hablar de curvas. En efecto,
se identifican las definiciones de Apolonio como el principio fundamental con el
cual se posibilita llegar a una ecuacion de estas curvas; en esencia, vemos que en
la conformacién de la ecuacién que trabajan (Descartes, 1996, p. 395), se usa la
definicién por proporciones propuesta por Apolonio.

Sin embargo, es visible que en los tres libros se habla en especial de la parabola,
pero no necesariamente para decir una propiedad especifica de ella, sino mas bien
como herramienta para analizar curvas de grado superior o determinar algunos pro-
blemas. Se toma la parabola como instrumento para analizar otros comportamien-
tos del movimiento, mas no para determinar propiedades estrictamente relacionadas
con la pardbola o con las otras secciones cénicas.

En este analisis de contenido de tipo descriptivo, se realizaron disecciones
del texto a partir de aspectos que los historiadores han planteado para la obra mate-
matica de Descartes; las relaciones que podemos inferir son:
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e El texto presenta frases que pueden ser andlogas a definiciones en donde el autor
construye una mirada de la operacion producto que se convierte en vertebral
para el desarrollo de la nocion de curva. Inicialmente, construye de manera re-
torica la relacion entre problema geométrico-instrumento-ecuacion y luego la
comienza a desarrollar, esencialmente en la solucion del problema de Pappus.

* No se evidencia el uso de representaciones simbélicas de curvas sin estar rela-
cionadas con la solucion de algin problema geométrico; en especial, el proble-
ma de Pappus es ejemplo de esta relacion. Se podria decir que la solucién de
problemas en el texto se da de la siguiente manera: problema, solucién geomé-
trica (en la cual puede aparecer instrumentalizacién), representacion grafica de
curva y representacion simbdlica.

El objeto matematico privilegiado es la curva y sus representaciones; el texto
muestra problemas en donde los puntos de algunas curvas se consideran solu-
cion de la situacién, desenvolviendo un proceso heuristico que permite llegar a
la representacion simbélica. La doble interpretacion que se puede realizar de las
ecuaciones tanto como producto de las construcciones geométricas y la inter-
seccién de curvas permite identificar la importancia de este tipo de expresiones,
pero también su dependencia de las construcciones geométricas; podemos decir
que su existencia depende de lo vélido que sea la construccion.

Durante la obra, se puede determinar que el autor interpreta la curva de varias
formas: a partir de puntos, como el movimiento de una curva respecto a otra y
como objeto matematico, razon por la cual es posible su clasificacion.

Conclusiones del andlisis para la formacién de profesores

Para obtener las conclusiones de este analisis, tendremos en cuenta los aspectos
planteados en el capitulo 2 respecto al conocimiento didactico del profesor; se rea-
lizan las inferencias necesarias que son suministro para el trabajo que se describe en
el siguiente capitulo, en una experiencia con los estudiantes.

De acuerdo con las actividades que se plantearon para CCK, podemos concluir

que el conocimiento de la obra matematica de Descartes podria potencializar los
siguientes aspectos:
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Tabla 5. Actividades CCK

Actividad de la practica en la
perspectiva de la resolucion de
problemas

Aspectos posibles para trabajar con los estudiantes

Descubrimiento

La diferencia de este tipo de trabajo respecto al trabajo de los
antiguos, en especial de Euclides. La relacion entre la geometria
euclidea y la posibilidad de comprender la generacién de pun-
tos de una curva a partir de describir segmentos en un referente
cartesiano posibilita comprender el significado de que una cur-
va se componga por puntos; de igual manera, comprender que
una curva se puede considerar solucién de un problema.

e Descubrir relaciones entre formas de representacion asocia-
das a las construcciones geométricas diferentes a las de la
geometria griega antigua.

e Expresiones algebraicas que hacen intervenir las curvas en
una variedad de situaciones asociadas a construcciones
geométricas.

e Ampliar la visién frente al vinculo entre geometria y dlge-
bra; establecimiento de relaciones para la solucion de pro-
blemas.

e Intervencion de instrumentos mecanicos en el proceso de
solucién de situaciones geométrico-algebraicas.

Explicacion

La posibilidad de expresar ideas matemdticas en la relacion
curva-ecuacion. La identificacion de aspectos relaciona-
dos con la instrumentalizacién de relaciones matematicas a
partir del uso del movimiento.

Cada una de las expresiones algebraicas obtenidas estan argu-
mentadas en términos de las relaciones geométricas presentes en
la situacion; es fundamental el trabajo inicial entre magnitudes
que le permiten llegar a expresar simbélicamente las relaciones.

Formulacion

Reconocer una nueva forma de trabajo en matematicas, com-
puesta por el problema geométrico-instrumentalizacion- ecua-
cién, que aunque es muy usual, es necesario que el profesor
de matematicas la reconozca como diferente a la que se asume
en la aritmética o la geometria. El proceso de resolucion de la
situacion trae consigo el propésito de emplear expresiones al-
gebraicas para interpretar las relaciones geométricas presentes
en la construccién; para realizar esto, Descartes define en su
método una estrategia fundamental: suponer que el problema
estd resuelto, esto le permite establecer las relaciones entre las
diferentes representaciones asociadas a la situacién para llegar
a sus soluciones.
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El profesor de matematicas deberia identificar y reconocer una
forma de proceder en la solucién de problemas geométricos,
al igual que deberia considerar la generacion de curvas a partir
de la interseccion de otro tipo de curvas, este aspecto lo vemos
como fundamental en la posibilidad de comprensién de aspec-
tos que fundamentaron la teoria de curvas algebraicas.

Es importante reconocer que Descartes hace de su método una
Aplicacién herramienta fundamental en el andlisis de situaciones geomé-
tricas, el uso de ecuaciones algebraicas, de curvas algebrai-
cas y de instrumentos mecdnicos, ademas del tratamiento de
las mismas situaciones en el proceso de resolucién, que emer-
gen como herramientas y estrategias para analizar cualquier
tipo de situacion problema de cardcter geométrico, por esto
extrapola su método y sus herramientas en el tratamiento de
diversas situaciones geométricas.

Respecto a aspectos relacionados con las justificaciones de
algunas de las frases o definiciones que componen el texto y,
sobre todo, su importancia histérica, creemos que identificar
el papel que cumple para esta forma de andlisis de problemas
geométricos la ruptura de la homogeneidad que tiene el traba-
jo de Euclides y el desarrollo de relaciones entre cantidades
de magnitud desconocidas y conocidas, las cuales terminan
configuradas en ecuaciones, proporciona el ambiente propi-
cio para preguntarse por el papel de la simbolizacion en el
método de solucién de problemas geométricos.

Justificacion Comprender que las ecuaciones se convierten en una forma
de representar las relaciones que se establecen en un proble-
ma geométrico.

El tratamiento del problema de Pappus y de otros problemas
geométricos lleva a Descartes a establecer criterios genera-
les de clasificacion de las curvas a partir de sus expresiones
algebraicas asociadas; este criterio general se puede plantear
como una proposicion, para la cual Descartes hace un trata-
miento para presentarla en el marco del descubrimiento de la
relacion aplicada a situaciones especificas, pero no requiere
de un proceso demostrativo para presentar el criterio.

La siguiente tabla muestra los aspectos que consideramos trabajar respecto a las
actividades asociadas al SCK.
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Tabla 6. Actividades SCK

Actividad de la practica

Aspectos posibles a trabajar con los estudiantes

Descubrimiento

Analizar los usos y significados de las representaciones de cur-
vas. Analizar el tipo de problemas que se pueden resolver a
partir del trabajo algebraico.

Explicacion

Comprender cudles son las diferencias que existen entre los
trabajos euclidianos y los realizados por Descartes.

A partir del método de Descartes, comprender cémo es posible
resolver un problema algebraico.

El tipo de interpretacion del algebra se puede evidenciar en la
forma de solucionar problemas algebraicos.

La interpretacién de curva que se favorece al resolver proble-
mas algebraicos desde el método que presenta Descartes en la
Geometria.

Formulacién

El papel de la letra en el desarrollo del trabajo de Descartes,
cudl es el medio que propone como herramienta para la so-
lucion de problemas geométricos. Existe un método o una
heuristica que permita plantear y desarrollar el problema de
manera distinta a la Antigiiedad.

Representacién

Coémo se realizan las traducciones: problema geométrico-
construccion de curva. Construccion de curva-representacion
algebraica. Problema geométrico-representacion algebraica.

El papel que cumple cada una de las representaciones para la
resolucion de problemas algebraicos.




CAPITULO 5. UNA EXPERIENCIA EN LA
FORMACION DE PROFESORES

Este capitulo presenta una experiencia con estudiantes de LEBEM de la Universi-
dad Distrital Francisco José de Caldas, ubicada en la ciudad de Bogotd, Colombia.
La intervencion se realizé teniendo en cuenta los aspectos planteados durante los
capitulos anteriores; por tanto, se tomaron el trabajo propuesto por Descartes en la
Geometria y las descripciones de las actividades realizadas alrededor de la practica
propuesta en esta obra.

Se intervinieron dos espacios académicos: Diddctica del Algebra y Problemas del
Algebra Geométrica, que se proponen para el cuarto semestre de la carrera. Para rea-
lizar la propuesta, se planted un instrumento en cada espacio, el cual giraba alrede-
dor de un problema que, creemos, posee las caracteristicas para poner en discusion
los aspectos matematicos y didacticos propuestos en las tablas 5 y 6.

Para efectos de la organizacion del capitulo, se presentan el trabajo realizado en
el curso Problemas del Algebra Geométrica y luego los acontecimientos del curso
de Didactica del Algebra.

Es importante resaltar que, en la perspectiva de materializar un trabajo con estu-
diantes para profesor de matemdticas, a través de la intervencion de la historia, las ac-
tividades deben estar relacionadas entre si; es decir, no se trata de un recurso cerrado
para cada espacio de formacién, sino de una misma actividad que tiene la caracte-
ristica de presentarse desde un andlisis didactico y también desde un andlisis de las
estrategias y desarrollos matematicos que puede lograr el profesor en formacion.

Problemas del Algebra Geométrica

El curso Problemas del Algebra Geométrica, de cuarto semestre, se encuentra adscri-
to al proyecto curricular LEBEM, en uno de sus ejes de formacién, denominado Eje
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de Problemas y Pensamiento Matematico Avanzado (EPPMA); por este motivo, el eje
articulador del curso es la resolucién de problemas en el marco de las situaciones
que promuevan y discutan las posibles relaciones entre el algebra y la geometria,
junto con sus diversas representaciones y esquemas relacionados, en desarrollos
especificos y generales.

Es importante tener en cuenta que, desde la perspectiva de la formacién de profe-
sores, el tratamiento de heuristicas asociadas a una situacion especifica permite inter-
pretar, validar y discutir sobre las relaciones algebraicas en contextos geométricos y
sus diversas representaciones; por esto, es necesario analizar y reflexionar acerca de
las situaciones problema que se pueden proponer en el curso, pues es alli donde sera
posible lograr un trabajo de construccién de significados sobre el algebra geométrica.

Desde el punto de vista de las discusiones actuales en torno a la ensefianza del
algebra, en el afio 2011 el proyecto curricular LEBEM finalizé un analisis sobre las
relaciones de conectividad, complejidad y conexidad entre los espacios acadé-
micos de cada uno de los ejes de formacion (referenciados anteriormente) para el
caso del espacio Problemas de Algebra Geométrica; se referencian autores como
Butto y Rojano (2004), quienes sefalan que tradicionalmente el camino mdas co-
mun para abordar el concepto de algebra radica en ensefar la sintaxis algebraica,
haciendo énfasis en su manipulacién.

Asi, para estos autores, “se empieza por ensefar las expresiones, ecuaciones y
toda la manipulacion alrededor de ellas y se termina con la resolucién de proble-
mas mediante la aplicacion del contenido sintactico aprendido” (2004, p. 9). Cabe
sefialar que este camino demanda a los estudiantes un fuerte trabajo con simbolos
desprovistos de significado y sentido.

Desde lo propuesto en el proyecto curricular LEBEM, uno de los caminos que
contribuye en la consolidacién de actividades que potencian el desarrollo del pen-
samiento en torno al algebra geométrica en los estudiantes es la intervencion de la
historia como un elemento que permite al profesor de matemdticas una discusién
sobre las herramientas algebraicas a partir de la geometria y una resignificacion de
algunos de los conocimientos algebraicos construidos, a partir del tratamiento y la
comprension de situaciones histéricas; es asi como desde el planteamiento del cur-
so, su justificacion plantea:

Buena parte de lo que hoy conocemos como algebra se gest6 en el ambito de proble-
mas geométricos y de bldsquedas humanas, en diferentes culturas, para dar solucion
a problemas tanto de orden practico como abstracto. Partiendo de algunos proble-
mas histéricos, proponemos un acercamiento al algebra de corte mas reflexivo, que
permita vislumbrar las diferentes formas de tratamiento propuesto en las diferentes
culturas vy, a partir de alli, posibilitar tanto la resignificacién de algunos de los co-
nocimientos algebraicos adquiridos principalmente durante el bachillerato, como el
reconocimiento de limitaciones en el conjunto numérico subyacente. Para ello se
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pretende centrar la mirada sobre el concepto ecuacién, estudiando su evolucién e
implicaciones principalmente para el dlgebra y la geometria desde su desarrollo his-
térico. Ademas de reflexionar sobre cuestionamientos como:

1. ;Qué situaciones historico-matematicas o matematicas desencadenan el conoci-
miento propio del espacio de formacién, y cémo desarrollarlas?

2. ;Como através de la resolucién de problemas pueden desarrollarse las tematicas
pertenecientes al algebra geométrica?

3. ;Qué instrumentos permiten evidenciar los procesos légico-matematicos relati-
vos a los contenidos del curso? (Programa de la Asignatura, s. f., p. 2)

En este sentido, un lugar primordial para la construccion de situaciones asociadas
a los procesos de interpretacién, comprension y analisis de las situaciones geomé-
tricas, haciendo uso de herramientas algebraicas, es la historia, pues es alli donde
se pueden evidenciar relaciones geométricas que fundamentan el trabajo del alge-
bra escolar. Igualmente, desde los objetivos del espacio de formacién, se reconoce
esta importancia, haciendo hincapié en la resolucién de problemas desde el dlgebra
geométrica a partir del uso de herramientas histéricas:

* Abogar a la historia y a la filosofia para reflexionar sobre el devenir de la natu-
raleza, la construccion, la aritmética, la logistica y el calculo del algebra, y para
modificar el tratamiento que se hace de ello en contraste con abordajes tradicio-
nales del algebra escolar.

* Promover en los estudiantes el uso del lenguaje matematico adecuado y la bus-
queda de elementos que le permitan comunicar y validar sus reflexiones alrede-
dor de problemas propuestos en el curso para que, a través de la resolucion de
problemas, se puedan establecer generalizaciones y técnicas para el desarrollo
del pensamiento algebraico.

En la primera parte del curso se trabajan aspectos relacionados con la compren-
sion inicial de las construcciones con regla y compas en situaciones especificas a
partir del uso de herramientas algebraicas o geométricas expuestas. La posibilidad
de trabajar inicialmente sobre las construcciones con regla y compas permite al
estudiante hacer uso de diversas representaciones para establecer la posibilidad de
una construccién geométrica, a partir del tratamiento de expresiones algebraicas y
construcciones asociadas a la situacién.

El papel de las expresiones algebraicas se puede distinguir en dos sentidos en el
curso: uno, como una forma de representar equivalencias que se presentan desde la
geometria en el andlisis de construcciones y figuras, y también como una herramien-
ta para representar ecuaciones, donde se hace evidente la relacion entre lo dado y
la magnitud por encontrar; este segundo tépico es el que va a marcar una tenden-
cia del trabajo sobre las situaciones problema, pues es alli donde las ecuaciones
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(principalmente las polinémicas) van a hacer parte del proceso de argumentacién
sobre las construcciones y los problemas asociados.

Uno de los alcances del curso esta en la posibilidad de establecer relaciones
geométricas a partir del algebra, y desde alli se hace necesario identificar la inci-
dencia que tienen las ecuaciones polindmicas en la posibilidad de construccion con
regla y compas. Este cardcter hace que la distancia entre los trabajos de Descartes
sobre la nocién de curva, ecuaciones y las heuristicas asociadas a los distintos pro-
blemas propuestos en el curso sea muy corta, asi, es posible destacar en la situacion
diversas estrategias que fomentan el uso de representaciones en el andlisis de situa-
ciones geométricas o algebraicas.

Con la intencion de ampliar y complejizar la nocion de curva presente en los
estudiantes y con el objetivo de reconocer en las representaciones simbdlicas, grafi-
cas, geométricas, entre otras, un amplio espectro de herramientas para comprender
una situacién geométrica, se hace indispensable involucrar situaciones geométricas
que lleven al estudiante no solo a interpretar construcciones asociadas a la regla y
el compds, donde Gnicamente podran tratar con construcciones sobre circunferen-
cias y rectas, lo que impide visualizar las expresiones algebraicas mas alla de las
ecuaciones cuadraticas; las situaciones propuestas podran involucrar mds curvas vy,
asimismo, mds expresiones algebraicas que fortalezcan las relaciones geométrico-
algebraicas que pueden establecer los estudiantes al tratar situaciones que impliquen
construcciones geométricas.

Instrumento

Para efectos del desarrollo del curso de la linea de problemas, se decidié poner en un
juego una situacion cuya solucion se genera alrededor de las practicas identificadas
en el texto de Descartes. Las posibilidades de uso de las actividades propuestas alre-
dedor de las practicas y el desarrollo de procesos de generalizacion, simbolizacion,
variacién y de validacién enriquecen los procesos que se esperan desarrollen los
estudiantes a partir del abordaje del problema.

Tabla 7. Situacién problema

Dada una esfera de radio r fijo, dividirla en dos partes a través de un
plano, de tal forma que las partes queden a una razén dada a/b.

Planteamiento del pro- | 1.;Es posible realizar esta construccion con regla y compas?
blema 2. ;Qué elementos algebraicos le permiten estudiar la situacion?

3.;Qué instrumento(s) le permiten desarrollar esta situacién? Realice
la construccién geométrica a partir de este instrumento.

La situacion problema planteada fue propuesta por Arquimedes en su texto Sobre la
esfera y el cilindro (proposicion 3, libro 1l [Heath, 18971); alli esta propuesta desde
un analisis geométrico, basado en el establecimiento de relaciones proporcionales
entre los segmentos que intervienen en la situacion. En este caso, identificamos esta
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situacién como una actividad importante donde los estudiantes pueden hacer uso de
las herramientas algebraicas y geométricas con las que cuentan para su resolucion;
su caracter constructivo permite, a partir de su interpretacién, manifestar las rela-
ciones geométricas que se pueden analizar desde el algebra y las argumentaciones
algebraicas y geométricas que dan la posibilidad de llegar a sus soluciones.

Esta situacion no ha sido escogida por ser propuesta por Arquimedes; como lo
consideramos en el capitulo dos, su mayor cualidad es que posibilita el trabajo con
las practicas matematicas que se desarrollan o, mejor, se configuran en la Ceometria,
de tal manera que la importancia de esta situacion no es su historia, sino que para su
resolucion, los estudiantes deben poner en juego las actividades que configuran las
practicas de representacion e instrumentalizacién; ademds de poner en discusién
la nocién de curva, sus usos y las posibilidades de validacion, rigor y validez de esta
forma de solucién de problemas geométricos.

Primero se pretende que los estudiantes reflexionen y construyan argumentos
sobre la posibilidad de hacer la construccion con regla y compas, pues uno de
los paradigmas que histéricamente se presenté en la construccion de las situaciones
geométricas propuestas a lo largo de la historia es si era posible realizar la construc-
cién con regla 'y compas, como se dijo anteriormente; los estudiantes, en un comien-
zo, se enfrentan a situaciones donde la regla y el compds son los instrumentos de
directa aplicacion, pero es importante que se construyan herramientas algebraicas y
geométricas que les permitan representar, construir sus soluciones en condiciones
algebraicas y geométricas, para esto es importante que identifiquen, por un lado,
que es posible hacer uso de otro tipo de instrumentos para llegar a las soluciones
y que, ademas, existe una relacién directa entre las condiciones geométricas de la
construccién y las deducciones algebraicas que se deducen de este tratamiento.

Una situacién expuesta inicialmente desde la geometria, como en este caso,
para un grupo de estudiantes que ha realizado un acercamiento a la relacion en-
tre el dlgebra y la geometria a partir de las construcciones con regla y compas,
es pertinente por su disposicion para el desarrollo de una variedad de estrategias
que promoveran el uso de representaciones simbdlicas asociadas a las relacio-
nes geométricas presentes en la situacion, lo cual constituye uno de los objetivos
mas claros en la formacion de los estudiantes en cuanto a su comprension y fun-
damentacién de los problemas del dlgebra geométrica.

Descripcion del trabajo de los estudiantes en la actividad

Para el abordaje de este problema, los grupos recurren inicialmente a la consulta de
algunas propiedades de la esfera; en dicha consulta se encuentran con distintos ca-
minos para dar solucion al problema; se encuentran con algunos que se relacionan
directamente con el método geométrico propuesto por Arquimedes, basado en la
razén y la proporcién entre las magnitudes que intervienen en el problema:
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Estrategia nimero 1

Uno de estos caminos consiste en cortar la esfera en dos casquetes para relacionar
sus volimenes a partir de una altura h y con un radio dado, posteriormente dicha
relacion se iguala a una razén dada (determinada por un valor numérico k); se lle-
ga finalmente a una ecuacion clbica en términos de la altura h; en la figura 6 se
observa el proceso detallado de dicho abordaje.

Figura 6. Construccion de la ecuacién en el primer abordaje

Rasgos significativos del abordaje

e El abordaje al problema parte de establecer relaciones ya conocidas para el vo-
lumen de los casquetes de una esfera.

e Utiliza elementos principales de una esfera, radio y volumen, pero agrega la
variable “altura del casquete”, la cual, junto con un proceso netamente algebrai-
co, es la que permite llegar a establecer la ecuacion cibica que les posibilitara
encontrar la solucion al problema.
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* En este caso, la razén a la que se quiere cortar la esfera es vista como una cons-
tante k y no como una fraccién a/b, pero se reconoce que los estudiantes inter-
pretan numéricamente la idea.

El anterior fue uno de los caminos o abordajes que mas se presentd en los distintos
grupos; otros abordajes estuvieron relacionados con el mismo método, pero surgian
cambios respecto a la forma en que se daban los procesos algebraicos; en este tipo
de abordajes la razon pedida era tomada como una fraccion a/b y no como una
constante k, estos cambios también llevaban a los grupos a establecer la siguiente
ecuacion cubica:

ar +bmx
3
Donde los valores a y b son los valores de la razén dada, r es el radio y h es la altura
de uno de los casquetes en los que se corta la esfera.

Abmr’

h - (am + bryr)h2 + 0

De esta manera, todos los grupos empiezan a llegar a un mismo punto: se parte de
los volimenes de los casquetes de una esfera, los cuales se igualan a la razon pedida
(ya sea como constante o como fraccion), se relacionan a través de una variable h,
que representa la altura de uno de los casquetes, y por medio de procesos algebrai-
cos se llega a una ecuacién cubica, donde se interpreta como la incégnita, pero ain
no se reconoce para qué sirve dicha ecuacion; posteriormente uno de los grupos esta-
blece su utilidad; en el tratamiento algebraico presentado en el informe escrito:

Figura 7. Descripcién de la determinacién de la ecuacion en el informe
Los que primero hacemos es igualar la formula para encontrar el volumen de un

casquete esférico con el volumen que acabamos de encontrar. Recordemos que R es
dado.

volumen casquete esférico = §7‘L‘h2 (3R —h)

1
§7rh2(3R —h) =9mu3

Seguido a esto lo que hacemos es realizar operaciones indicadas para tratar de
despejar el valor h, que es la altura del casquete que nos sirve para resolver el
problema. Y ademds es por donde debe pasar el plano.

Este grupo expresa claramente que las soluciones de la ecuacion cdbica permiten
encontrar el punto exacto por dénde trazar el plano que cortard la esfera en una
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razén dada, y muestra un ejemplo para un caso especifico; de esta manera, el grupo
utiliza la curva (ecuacién cuibica) como una herramienta para llegar a la solucién
del problema, con el fin de dar solucién a la ecuacién por medio de procesos como
el de Tartaglia y Cardano; sin embargo, no se precisa el método para llegar a las
soluciones de la ecuacion de tercer grado, recurriendo al empleo de un software
como Geogebra para encontrar dichas soluciones (con el uso de su gréfica, para
tener una idea de la solucién aproximada); es importante resaltar que este grupo
ya relaciona los elementos de la esfera con un sistema de coordenadas y asume que
los valores del diametro y la altura h estan directamente relacionados con el eje X en
una posible representacién cartesiana de la situacion.

De igual forma, este grupo muestra un cambio en la forma de tratar la razén
pedida para llegar a la ecuacién cibica, dado que recurre a sumar los valores de la
razén dada y dividir el volumen total de la esfera en el resultado de dicha adicién;
luego iguala el valor del volumen de un casquete esférico con el valor del volu-
men obtenido y asi, por medio de procesos algebraicos, obtiene la ecuacién cuibica
que brindard la solucién al problema; de esta manera, se muestra una forma distin-
ta de tratar la razon dada para llegar a una misma caracterizacion.

Esto lleva a los grupos a centrarse en la bisqueda de métodos para solucionar la
ecuacion cubica; a partir de esto, en uno de los grupos surge la hipétesis de que las
soluciones de dicha ecuacién clbica se relacionan con la interseccién entre dos c6-
nicas, especificamente entre una pardbola y una hipérbola. En la figura 8 se observa
mas detalladamente la forma de proceder de este grupo.

Figura 8. Ecuacion cubica e hipétesis de curvas

Como se evidencia en la figura, el grupo conjetura que a partir de la interseccion en-
tre una hipérbola y una parabola se pueden encontrar las soluciones a la ecuacion
clbica, lo cual muestra una estrategia geométrica para dar solucion al problema; por
otro lado, el grupo establece que asi como las soluciones reales de una ecuacion
cuadrdtica estan relacionadas con la interseccion de circunferencias y rectas, las
soluciones reales de una ecuacion cubica se relacionan con la interseccién entre
pardbolas e hipérbolas; sin embargo, en este punto, los grupos no identifican la es-
tructura algebraica de dichas curvas inmersas en la ecuacion cubica, este es el nuevo
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microproblema a identificar, el cual también se relaciona con la pregunta propuesta
en el problema respecto a si se pueden construir dichas curvas con regla y compas.

En el siguiente tratamiento, el grupo intenta dar solucion a estas dos cuestiones,
inicialmente se centra en la posibilidad de construir curvas como la hipérbola y
la parabola a partir de la regla y el compas, para esto recurre a la construccién de
una hipérbola por medio del movimiento de varias rectas y puntos, donde los ras-
tros de dichas rectas son las envolventes que generan la curva, y argumentan que las
curvas no son construibles con regla y compas, dado que se tendrian que construir
infinitas rectas e infinitos puntos, lo cual seria imposible.

Por otro lado, explican que con el instrumento “regla y compds” la unién entre
los puntos encontrados por medio de las envolventes o son rectas o son partes de
circunferencias, pero no podrian llegar a ser otro tipo de “trazo”, dado que el ins-
trumento no permite crear ningln otro tipo de unién entre dos puntos aparte de las
lineas ya mencionadas; la construccién de este método propuesto por el grupo se
realiza por medio del software Geogebra, con las caracteristicas que se mencionan.

Se construye una circunferencia F con centro en A y radio AB, sea C un punto
cualquiera sobre la circunferencia y D un punto cualquiera fuera de ella; posterior-
mente, se traza el segmento CD y a dicho segmento se le traza la mediatriz M, se
activa el rastro de la mediatriz y se genera el movimiento del punto C sobre la cir-
cunferencia, se llega asi a la envolvente que genera la hipérbola.

Finalmente, y con ayuda de otro grupo, se llega a la identificacién de las ecuacio-
nes de dichas curvas inmersas en la ecuacion cubica, garantizando de esta manera
lo que hasta el momento habia sido una hipétesis (figura 9).

Figura 9. Descripcion de las curvas a partir de la ecuacion

——

A continuacion se muestra especificamente la ecuacién cubica y su relacién con la
ecuacion de las conicas nombradas:
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4bmr’ [am+ b
3h 3

h? - (ar:r + bm) =0

Ecuacion cubica a la que se llega luego de realizar procesos algebraicos que relacio-
nan los volimenes de los casquetes de la esfera y la razén dada.

Generalmente, lo que hacen los grupos es:

3
am+bm B (ar:r+ brn) _ —4bnr
3 3h
am+bw

h? - (arﬂ + bm) =

3 Ecuacion pardbola

Abmr

“3h  Ecuacion hipérbola
Este procedimiento permite llegar a la solucion del problema por medio de la in-
terseccion de dos conicas; a su vez, se muestra la necesidad de recurrir a instru-
mentos distintos a la regla y el compas para la construccién de dichas curvas; sin
embargo, de forma general, se observa que el método hasta el momento propuesto
por los grupos para dar solucion al problema esta relacionado directamente con es-
trategias algebraicas y geométricas, dado que, por un lado, se recurre al empleo de
conicas (objetos geométricos), pero vistas desde su representacion algebraica.

Estrategia nimero 2

Una forma alternativa de trabajar el problema propuesto surgié en otros grupos a
partir de la relacion entre el problema visto desde el espacio y su transposicion al
plano; para lo cual, recurrieron a buscar las relaciones entre el volumen de una
esfera y el drea de uno de sus circulos maximos a partir del didmetro (elemento
comun entre dichos objetos); conjeturaron que si se cortaba el diametro a una
razon dada por un punto y se trazaba una recta por dicho punto, el circulo maxi-
mo también quedaria dividido a la razén establecida, y, finalmente, si se trazaba
un plano por dicha recta, el volumen de la respectiva esfera quedaria dividido
también a la misma razon; este planteamiento surge como hipétesis, pero a par-
tir de la solucién propuesta en el abordaje anteriormente mostrado, se concluye
que dicha relacién entre el problema en el espacio y el problema en el plano
no se cumple, dado que en el abordaje inicial, se parte de los volimenes para
encontrar el punto H que garantiza la razén pedida; en este nuevo abordaje, se
procede a buscar a H para luego establecer los volimenes a la razén pedida.
En la figura 10, se muestra cémo un grupo propone una solucién al problema a
partir de este método.
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Figura 10. Abordaje del problema desde lo geométrico

Como se puede observar, dicha solucién es una estrategia netamente geométrica,
dado que se da a partir de una proporcion planteada por Arquimedes y de una cons-
truccion geométrica que permite relacionar dichas razones.

Estos fueron los principales métodos de solucién que surgieron en los distintos
grupos y, aunque no fueron los tnicos, si fueron los que mas desarrollo tuvieron. Por
otro lado, surge la pregunta de si estos dos métodos estan relacionados de alguna
manera o son formas totalmente distintas de solucionar el problema. En la figura 11,
se observa cémo un grupo, partiendo de la estrategia de solucién ndmero 2, logra
establecer la ecuacion cibica encontrada en la estrategia de solucion ndmero 1;
de esta manera, se muestra cémo por medio de una estrategia geométrica-algebrai-
ca, los grupos llegan a plantear la solucién al problema en un caso especifico.

Figura 11. Interpretacion del punto H. Caso Especifico

Como se puede evidenciar, el grupo parte de una construccion geométrica en la cual
se establecen proporciones entre las magnitudes presentes en la situacion, que pos-
teriormente son convertidas en cantidades conocidas y desconocidas haciendo uso
de un lenguaje algebraico; esta conversion es la que permite al grupo poder pasar de
lo geométrico a lo algebraico sin perder generalidad en el proceso; se llega asi a una
ecuacion cuibica que le permite llegar a la solucion del problema; de esta manera, se
da respuesta no solo a la pregunta de si las dos estrategias de solucion estan o no rela-
cionadas, sino que de forma implicita se responde a la pregunta nlimero dos propuesta
en el problema, dado que se evidencia que los elementos algebraicos que permiten
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dar solucién a la situacion estan relacionados inicialmente con el uso de un lenguaje
algebraico para la asignacién de lo que se considera como cantidades conocidas y
cantidades desconocidas, en pro de relacionarlas y encontrar una forma sintetizada de
la situacion (ecuacion cubica) que conduzca a la solucién del problema.

Finalmente, respecto a los instrumentos que permiten construir las curvas pro-
puestas para la solucion de la ecuacion cuibica, surgen distintas discusiones; por
un lado, un grupo ya habia mostrado la imposibilidad de construir curvas como la
hipérbola a partir de regla y compas; en la figura 12, se muestra como un grupo pro-
pone una nueva construccion de lo que consideran una pardbola; posteriormente,
el mismo grupo reconoce la imposibilidad de realizar dicha construccién a partir de
regla y compas, dado que tendrian que construir infinitos puntos.

Figura 12. Construccién de la pardbola en Geogebra

Las caracteristicas de la construccién son:

Constriyase un segmento AB, sea D un punto cualquiera sobre el segmento AB'y
E un punto cualquiera fuera del segmento AB; constriiyase una recta perpendicular
L al segmento AB por el punto D y tracese el segmento DE; constriyase la mediatriz
del segmento DE y sea P el punto de interseccion entre la recta perpendicular Ly la
mediatriz del segmento DE; luego se activa el rastro del punto Py se procede a mo-
ver el punto D sobre el segmento AB, se genera asi la posible parabola. De esta ma-
nera, se identifica claramente la necesidad de recurrir a instrumentos distintos a la
regla y el compds para construir curvas distintas a la circunferencia.

Andlisis de la experiencia

Los anteriores resultados muestran la fortaleza que tienen los métodos basados en la
relacion entre el dlgebra y la geometria en el tratamiento de situaciones de constructi-
bilidad; es importante aclarar que las heuristicas de cada uno de los grupos fueron mo-
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tivadas por la situacion y por cada una de sus nociones previas alrededor del 4lgebra y
la geometria. Una de las principales herramientas en el trabajo cartesiano, con la cual
se promueve el establecimiento de ecuaciones asociadas a las situaciones geométri-
cas, esta en trabajar el problema en acto, es decir, desde el supuesto de su resolucion.

A continuacion presentamos un andlisis y una reflexion sobre las estrategias que
los estudiantes tuvieron para la resolucién de la situacién, las herramientas que usa-
ron y relacionaron en su proceso y una descripcién de las actividades matematicas
que se presentaron alrededor del trabajo sobre la situacion geométrica.

En los grupos que tuvieron un acercamiento desde las expresiones algebraicas,
principalmente las ecuaciones, su propuesta estd basada en que el problema esta re-
suelto y, por ende, es posible llegar a una ecuacion asociada a la particion de la
esfera, a una razon dada, donde la incégnita es la altura de uno de los casquetes,
que le permitira identificar un punto de corte que cumpla con las condiciones dadas.
Este tratamiento es fundamental en el método cartesiano, pues en este se funda-
menta para llegar a las ecuaciones que permiten realizar la construccion de curvas
y tener una caracterizacién de la(s) solucién(es). Al respecto, en un apartado de su
primer libro, en la Geometria, Descartes (1996) afirma:

Si se quiere resolver un problema hay que considerarlo primero como ya resuelto
y poner nombre a todas las lineas que parecen necesarias para construirlo, tanto a
las conocidas como a las desconocidas. Luego sin hacer ninguna diferencia entre las
conocidas y las desconocidas se recorrera la dificultad segin el orden que se mues-
tre, con mas naturalidad, la dependencia mutua de unas y otras. (p. 392)

Dentro del alcance de las estrategias de los estudiantes a partir de la situacién
propuesta, también podemos hablar del uso de representaciones para llegar a la
solucion del problema; para los estudiantes, uno de los elementos directos para in-
terpretar la situacion estaba en la determinacién de una ecuacién asociada a la si-
tuacion propuesta, pues se encontraban con un conjunto de férmulas para el calculo
del volumen de la esfera y de los casquetes que les dieron la posibilidad de estable-
cer relaciones expresadas de forma simbdlica.

El problema verdadero dentro de las estrategias se encontraba cuando debian llegar
a la solucién exacta del problema, no solo por métodos que permitieran llegar a so-
luciones aproximadas; es decir, su mayor problema se encontraba en la construccién.

El alcance de las construcciones con regla y compas en el trabajo de los estudiantes
los llevé a pensar, como primera estrategia de construccion, en la que se hace uso de es-
tos instrumentos; cuando estudiaron mas a fondo la situacién, se presenté una variedad
de problemas y curvas que requirieron de otro tipo de instrumentos para su construc-
cion, alli se encuentran con la necesidad de construir curvas como las secciones cénicas
a partir de la manipulacién de instrumentos mas complejos que la regla y el compas.

Un primer acercamiento a la construccién de las secciones conicas permitié a los
alumnos estudiar estas curvas desde su construccion punto a punto; es decir, como
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una construccién donde puedo construir varios puntos de la curva que después “de-
beria unir para formar toda la linea curva”; a los estudiantes, por su formacion, les
parece un modo de construccion insuficiente para resolver el problema, pues “se
requiere de toda la linea curva para lograr intersectar las dos curvas y poder llegar
a la solucién”; por esto, deciden comenzar a buscar otro tipo de instrumentos que
les permitan construir la curva totalmente y no solo por puntos; es claro que detras
de estas interpretaciones de los estudiantes esta la nocion de continuidad, que, aun-
que no es tratada directamente en el espacio de formacion, se puede involucrar en
algiin momento por la necesidad de fundamentacion para solucionar una situacion.

El problema de la construccion de curvas se convierte en una necesidad por la
dificultad de construir una parabola y una hipérbola, necesarias para llegar a la solu-
cién de la ecuacion cubica asociada a la situacion. El tratamiento algebraico sobre la
ecuacion cubica fue lo que les permitié descubrir que las soluciones de la ecuacion
podian encontrarse por medios geométricos, haciendo uso de interseccién entre |i-
neas curvas. Nuevamente, las representaciones simbolicas y geométricas permiten a
los estudiantes hacer un acercamiento a la determinacién del lugar donde deben
cortar la esfera para que quede dividida a una razén dada. Asi como en el trata-
miento cartesiano de las situaciones geométricas, para los estudiantes las curvas se
manifestaron como herramientas para llegar a la solucién del problema, uno de los
aspectos epistemologicos que fundamenta la nocién de curva durante la historia.

En el proceso de resolucion de la situacion, la actividad de explicacion fue la
que estuvo presente en la mayor parte del trabajo; por un lado, las representacio-
nes simbdlicas fueron sustentadas desde las relaciones geométricas presentes en las
construcciones, ya sea por la misma deduccién de la razén entre los casquetes es-
féricos o desde la propuesta de Arquimedes en las relaciones proporcionales entre
los segmentos determinantes en la construccion; por esto, para los estudiantes, las
ecuaciones algebraicas fueron el sintoma de las relaciones que permitian solucio-
nar el problema, y asimismo fueron la forma de acercamiento a los procesos de
construccién de curvas que se presentaban en la situacion.

Frente a la relacion ecuacion curvas, ellos afirmaban:
“I...] De esta igualdad

h(br:r—ar:r)—h2 bﬂ;aﬂ =_2iﬂ

podemos deducir que un lado de la igualdad expresa una pardbola y el otro una
hipérbola, entonces la igualdad es la interseccién entre la pardbola y la hipérbola”.

Para hacer un analisis sobre los tres items que desglosan la situacion general de
la esfera para los estudiantes, es importante recalcar que a partir de su propuesta,
se pretendia trabajar frente a dos aspectos, principalmente: uno que permitiera
hacer uso de diversas representaciones en el andlisis, las estrategias y el estableci-
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miento de la solucién, y otro en la perspectiva de la construccién de la solucién,
pues es alli donde se pretendia que los estudiantes se encontraran con la dificultad
de construir sus soluciones y vieran la necesidad de hacer uso de otro tipo de ins-
trumentos para realizar el proceso.

Por el tipo de trabajo que venian realizando los estudiantes, es importante re-
flexionar sobre las preguntas propuestas; en este sentido, destacamos que el he-
cho de solicitar el uso de herramientas algebraicas en el analisis no fue necesario,
pues el lugar propicio donde los estudiantes lograron poner su abordaje en concreto
fue el dlgebra simbdlica, debido a que la principal forma de aproximacion al proble-
ma fue por medios algebraicos; asimismo, el trabajo sobre la construccion los llevo
a establecer una conexién continua entre el trabajo geométrico y el algebraico.

Igualmente, en el andlisis que los estudiantes lograron sobre la construccién, su
trabajo les permiti6 llegar, por un lado, a la negacién de la construccién de la situa-
cién haciendo uso de la regla y el compas exclusivamente, esto les dio la posibilidad
de estudiar y analizar otro tipo de instrumentos y curvas, pero fue el andlisis sobre
la ecuacion cubica asociada lo que les permitié realizar un acercamiento al tipo de
curvas solicitadas, presentando a las secciones conicas como herramientas fundamen-
tales en la construccién de la solucién; por esto, las preguntas uno y tres encapsulan
el trabajo sobre la construccion y lo elevan a un analisis sobre la relacién entre el
tipo de ecuacion a resolver y las posibles curvas e instrumentos a utilizar; debido a lo
anterior, el trabajo de los estudiantes no terminé en la determinacion de las solucio-
nes asociadas a la situacién, continué con la reflexion y el andlisis sobre las relaciones
curva-ecuacion, que les permitié manifestar como una primera conclusién obtener
clasificaciones cercanas a las construidas por Descartes en el libro dos, pues llegaron
a definir que las ecuaciones cuadréticas podrian resolverse con regla y compas y al-
gunas ecuaciones clbicas y cuarticas, con instrumentos como el conicégrafo, en la
perspectiva de las construcciones por interseccion entre secciones cénicas.

Es importante destacar que otro de los elementos asociados a la actividad de
descubrimiento en los estudiantes fue la relacion que existe entre la ecuacién al-
gebraica, la curva que constituye y la situacion problema que estd en desarrollo;
sus métodos previos a este tipo de trabajo estaban completamente relacionados con
las construcciones con regla y compas; en este caso, la situacién planteada permitié
a los estudiantes ampliar su comprension frente a la relacién entre geometria y alge-
bra al punto de destacar las ecuaciones y curvas que intervienen en la resolucién de
una situacion asociada a una construccion geométrica.

En este punto, es importante evocar el trabajo cartesiano como un referente
para la construccion de la situacion y el andlisis historico epistemoldgico de la re-
lacién entre geometria y dlgebra en cuanto a la formacién de profesores de mate-
maticas; en el marco de la estructura que se deduce del texto la Geometria (Bos,
1998), se presenta como objetivo del texto la formacién de un método para el arte
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de resolver problemas geométricos y describe que para realizar una lectura clara y
analitica del texto, se requiere de una observacion desde dos puntos de vista: desde
las técnicas y desde la metodologia, pues para el autor, son los aspectos que definen
el propésito cartesiano en el desarrollo de la obra.

Esta perspectiva permite definir en las estrategias de los estudiantes, principalmen-
te, técnicas fundamentadas en la descripcion de relaciones geométricas a partir de
expresiones algebraicas, asi como el tipo de construccion geométrica necesario para
solucionar la situacion. Es posible concluir que las expresiones simbdlicas y los ele-
mentos manipulables en software, como Geogebra, en la construccion de curvas, sir-
vieron como técnicas para la determinacion de soluciones del problema en cuestion.

Didactica del Algebra

El espacio académico Didactica del Algebra estd propuesto curricularmente para el
cuarto periodo académico de la Licenciatura; lo anteceden las reflexiones didacticas
sobre la aritmética, en especial las relacionadas con el campo aditivo y multiplica-
tivo. De igual manera, en el espacio denominado Transicién Aritmética al Algebra,
se realiza un trabajo respecto al papel de la ampliacién de los sistemas numéricos,
el tipo de problema algebraico y aritmético, la generalizacién y otros asuntos que se
consideran importantes en la construccién de conocimiento didactico del contenido
por parte del profesor de matematicas.

En Didéctica del Algebra, se pretende trabajar una postura desde la resolucién
de problemas para la ensefanza y el aprendizaje de las matematicas escolares. En
este sentido, el espacio desarrolla una reflexion sobre el uso de algunas propues-
tas y materiales didacticos, como por ejemplo los elaborados por Dienes (1970),
y su relacion con las reflexiones que han realizado algunos modernos respecto al
pensamiento algebraico dispuesto en la obra de Euclides (Grattan Guinness, 1996;
Artmann, 1999), especialmente en el libro dos de Elementos.

El desarrollo de este ejemplo, el pensamiento dispuesto en Elementos y la solu-
cién de ecuaciones hasta tercer grado constituyen el primer aspecto que se aborda
en relacion con la construccion didactica del algebra y, en especial, con el concepto
de ecuacion. Se analizan articulos de investigacién que reportan experiencias de
aula con este tipo de materiales y reflexiones; de igual manera, se revisa la interpre-
tacion que se puede hacer del uso de la letra durante este desarrollo.

El segundo aspecto que se vincula estd relacionado con la construccién de simbo-
lizacion; para ello, se abordan los tres periodos propuestos por Nesselman (Malisani,
2003): fase retdrica, fase sincopada y fase simbdlica; se desarrolla un trabajo respecto
al tipo de problemas y las posibilidades didacticas en cada una de estas fases.

Los anteriores aspectos hacen parte de los asuntos tratados con los estudiantes
durante el segundo semestre de 2013, antes de trabajar con la actividad que se re-
porta en este documento y que estd intimamente ligada al trabajo de los estudiantes
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en el espacio académico reportado anteriormente. De esta manera, se intenta hacer
una reflexién que permita comprender los aspectos que cambian en su interpre-
tacion o uso durante el desarrollo del problema descrito para la experiencia en el
espacio académico Problemas del Algebra Geométrica.

Instrumento

Como se menciond, el trabajo que antecedié la experiencia tuvo énfasis en las re-
flexiones didacticas que se realizaron sobre el libro dos de Elementos, de Euclides;
este insumo y el trabajo realizado en la experiencia descrita sobre el curso de Proble-
mas del Algebra Geométrica son las bases para el desarrollo de la reflexién didactica
que se propone en este curso. A continuacion se presentan las preguntas realizadas
al grupo de estudiantes:

1. Describa las diferencias o similitudes que hay entre procedimientos, conoci-
mientos y objetos matematicos, puestos en juego en la solucién del problema
de la esfera trabajado en el curso de Problemas del Algebra Geométrica y las
reflexiones sobre el libro dos de Elementos de Euclides.

2. Describa las diferencias o similitudes respecto al pensamiento algebraico que po-
nen en juego al resolver la situacion de la esfera y el posible pensamiento algebrai-
co que encontraron o que los autores argumentan existe en los libros de Euclides.

3. Realice un analisis de las representaciones usadas en el desarrollo del problema
de la esfera y argumente a favor o en contra de la siguiente afirmacion: “La solu-
cion del problema de la esfera implica el trabajo con diferentes representaciones
de los objetos matematicos”.

Respecto a las intenciones del instrumento, debemos decir que la primera pregun-
ta tiene la intencién de poner en juego los aspectos relacionados con el cambio
epistemoldgico y ontolégico de los conceptos matematicos involucrados, al igual
que reflexionar sobre el método para la solucién de problemas geométricos; en este
sentido, se pretende que el trabajo en las respuestas a esta comparacion permitan al
estudiante para profesor desarrollar los aspectos referenciados para las actividades
de descubrimiento y explicacién propuestos para el SCK a partir de la obra.

El segundo item del instrumento estd planteado para que los estudiantes ubiquen
elementos diferenciadores entre el método euclideano para la resoluciéon de proble-
mas geométricos y el método usado para la solucién del problema de la esfera; se
esper6 que los estudiantes demarcaran elementos de lo que significa pensar alge-
braicamente, en especial a lo que se refiere al significado de una ecuacién, sus usos
y las posibilidades en la resolucién de un problema geométrico. De esta manera, se
pretendi6 el desarrollo de las actividades de explicacion y formulacién.

La dltima pregunta a desarrollar por parte de los estudiantes hace referencia al uso,
significado y papel de las representaciones en la soluciéon del problema de la esfera; en
este sentido, se pretende que el estudiante se cuestione sobre estos aspectos y establez-
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ca la importancia de cada uno en el desarrollo del problema. De igual manera, pre-
tendemos que se cuestione sobre las duplas representacion algebraica-representacion
grafica, representacion grafica-representacion algebraica y los significados de repre-
sentacion grafica-problema solucionable, representacion algebraica-problema solucio-
nable. En general, se pretende que el instrumento logre la practica de saber-analizar:

Este saber-analizar corresponderia a una interrogacion del docente sobre los conoci-
mientos que se movilizan en su experiencia (incluidos los de su propia formacién),
con el fin de establecer en qué medida se reconoce en ellos o debe producir, en su
defecto, un conocimiento personal, auténomo e interrogativo. (Arboleda, 2011, p. 1)

Lo ideal es que este proceso reflexivo permita que el profesor de matematicas
logre modificar su propia practica, pero, de igual manera, se necesitaria que el co-
nocimiento de la matematica desde las practicas de constitucion de los objetos y
teorfas mateméticas fuera abordado como lo fue en el curso de Problemas del Al-
gebra Geométrica, donde se estudio la historia de la matematica no solo como la
explicacion de la epistemologia del conocimiento matematico, sino se ahondé en el
papel de los acontecimientos de constitucién de un objeto en tanto actividad huma-
na de razonamiento, que se originan en el trabajo aldedor de practicas producidas
por grupos culturales, quienes validan o invalidan una forma de proceder o pensar.

Descripcion del trabajo de los estudiantes en la actividad

La actividad se realizé por grupos de maximo cuatro estudiantes durante dos se-
manas de clase; es decir, doce horas. Luego se llevé a cabo una socializacion por
grupos. Metodoldgicamente, se asume el instrumento a partir de la metodologia de
solucion de problemas propuesta en el proyecto curricular; de esa manera, los estu-
diantes dan inicio a la actividad tomando cada cuestionamiento como un problema
que les permite definir un asunto diddctico relacionado con el algebra.

Se realizaron grupos de tres o cuatro estudiantes; las horas de clase fueron utiliza-
das para que lo grupos tuvieran un espacio de discusién y socializacién de las ideas
que tenian para cada pregunta; el orientador del espacio académico se encargd de
apoyar y motivar las discusiones de los grupos, al igual que sugerir la bibliografia
necesaria para apoyar el trabajo.

Alrededor del trabajo en cada una de las preguntas, los grupos de estudiantes
entregaron un documento escrito y realizaron una presentacion, en la que dieron a
conocer los analisis y consensos a los que llegaron con sus comparneros.

Andlisis de la experiencia

A continuacion se presentan los apartes de las conversaciones con los estudiantes, y
algunos fragmentos del video de la exposicion de socializacion del instrumento, al
igual que el analisis que podemos realizar de ella. Estos datos fueron recolectados
por medio de filmaciones de las sesiones de trabajo y de las exposiciones grupales.
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Primer item

Respecto al primer cuestionamiento, inicialmente los estudiantes para profesor delibe-
raron sobre los elementos que les permitian acercarse a la pregunta. Aparecieron re-
flexiones sobre qué es y cémo identificar un objeto matematico, cémo identifico cono-
cimientos y qué es un procedimiento; a partir de estas preguntas, inicié un proceso de
indagacion de los elementos que se les pedia comparar. A continuacion se presentan
las definiciones que utilizaron cada grupo’ y el andlisis de las respuestas propuestas.

Tabla 8. ftem 1, grupo 1

Grupo 1

Conocimiento Procedimiento Objeto matematico
Es aquel que crean los diversos | Definen que los procedimien- | Godino (2002) expresa, en otras
grupos sociales y que, de algu- | tos hacen parte de la configura- | palabras, que un objeto mate-
na manera, se institucionaliza- | cién que Godino (2002) realiza | matico es “todo aquello que es
da en ellos; sin embargo, este | de los objetos matematicos: indicado, senalado, nombrado,
también puede ser subjetivo. * Lenguaje. cuando se construye, se comu-
nica o se aprende matematicas”.

e Situaciones.

¢ Procedimientos.

e Conceptos.

e Propiedad o atributo.

* Argumentos.

A partir de estas definiciones, los estudiantes acopian los siguientes argumentos para
hallar las similitudes y diferencias:

[...] consideramos al libro Il de Euclides como uno de los precursores que hacen
subyacer la emergencia del algebra desde la geometria, por tanto decimos que las
ecuaciones cuadraticas subyacen como un objeto matematico alrededor del libro Il
de Euclides.

[...].

[...] todo esto (hace referencia al procedimiento llevado a cabo) nos permite de-
cir que existen unas relaciones entre procesos geométricos y algebraicos, pues se
requiere encontrar expresiones algebraicas que hallen una incégnita que sera la altura
correspondiente a cada casquete segtin sea la razén en la que la esfera esté dividida.

[...].

[...] la expresion algebraica cambia de sentido de incégnita a una relacién entre la
altura que termina siendo una cdbica [...].

3 Los fragmentos presentados son extraidos de los trabajos realizados por cada grupo y presentados en las
socializaciones.
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[...] una similitud en los procedimientos es que la solucion se puede hacer con una
ecuacion [...] en Euclides la solucién de una cuadratica es un segmento pero en el
problema es un punto de la cibica [...] sin embargo, ambas son ecuaciones.

[...].

[...] para solucionar el problema de la esfera, se debe saber que la cibica se puede
reducir a la igualdad entre una cuadrética y una hipérbola, eso permite encontrar un
procedimiento para la hallar el punto [...].

[...]I.

Lo estamos viendo desde la letra, represento el procedimiento de Euclides por medio
de letras que significan segmentos o areas, principio y final del segmento y constru-
yo proporciones y ese parece ser el procedimiento que propone Euclides [...] la letra
no significa lo mismo que en el problema [...].

Las anteriores expresiones, que son tomadas del trabajo presentado por el grupo,
permiten decir que este grupo de estudiantes reconocen un papel diferente para la
representacion simbdlica que se produce en la solucién, y en relacién con esta di-
ferencia, ubican similitudes respecto a los objetos, como, por ejemplo, respecto a
la ecuacion, pues para ellos, tanto en el libro de Euclides como en la solucion del
problema de la esfera es posible expresar por medio de una ecuacion.

No se evidencia reflexion respecto al papel de las curvas en la solucion y la dife-
rencia en el método de solucion de problemas geométricos; pareciera que la relacion
entre hipérbola, cuadratica y ctbica no les indica un cambio en el procedimiento
que se asume para solucionar el problema; de esta manera, no identifican diferen-
cias entre los procedimientos, pero si en los conocimientos que se ponen en juego y
el significado de los objetos matematicos involucrados.

Sin embargo, los estudiantes encuentran que el uso que se hace de las letras den-
tro del procedimiento que llevaron a cabo para la solucién del problema es diferente
al uso que evidenciaron para el trabajo con el libro dos de Elementos de Euclides.
Este aspecto lo entendemos como crucial, pues lleva a pensar en el cambio ontol6-
gico de la igualdad y el uso de las proporciones.

Tabla 9. ftem 1, grupo 2

Grupo 2

Conocimiento Procedimiento Objeto matematico

Es un conjunto de informacién
almacenada mediante la expe-
riencia o el aprendizaje.

Consiste en proceder, que sig-
nifica actuar de una forma de-
terminada; segin la definicion
general, es l[a manera de ejecu-
tar algo.

Se quiere designar las cosas
(elementos) que se emplean en
matematicas.
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La respuesta al item por parte de los estudiantes se evidencia en los siguientes apar-
tes del trabajo:

[...] los conocimientos que se usan no son los mismos en Euclides, se transforman
figuras mientras que para solucionar el problema de la esfera, se debe saber encontrar
la cibica que representa la relacion entre el volumen vy la altura.

[...].

Donde se observa que los objetos mateméticos no son iguales en Euclides se puede
interpretar algebra, en la solucion del problema de la esfera es necesario hacer la
clbica, es necesario saber resolver la ecuacion.

[...].

Los procedimientos son diferentes, no encontramos ninguna similitud [...] Euclides
transforma figuras geométricas en figuras geométricas para el problema toca construir
la ecuacién a partir de las relaciones y resolverla [...].

Este grupo de estudiantes logran identificar que aunque el problema es geométrico,
su solucion excede las formas de proceder de la Antigliedad; de hecho, identifican
que el algebra se posa como el elemento que permite solucionar el problema; de
igual manera, identifican que es la ecuacion la que posee la respuesta.

De igual manera, hacen referencia al nuevo método de solucién de problemas
geométricos y al establecimiento de un procedimiento que permita la solucién; en
este caso, se infiere que es primero usar la informacién para plantear la ecuacion, vy,
segundo, resolver la ecuacion. No existe en el trabajo referencia a las curvas, Gnica-
mente hacen referencia a la solucién de la ecuacion.

Tabla 10. ftem 1, grupo 3

Grupo 3

Conocimiento Procedimiento Objeto matematico
Es lo aprendido para desarro- | Estos seran tomados como la | El objetivo, a lo que se quiere
llar dichos procedimientos; el | metodologia, la secuencia que | llegar, por el cual se desarrollan
resultado de ellos. se siguid para llegar al objeto | tales procedimientos.
matematico.

A diferencia de los grupos anteriormente trabajados, este grupo de estudiantes iden-
tificaron aspectos puntuales para cada asunto que estudiaron. Las figuras muestran
las tablas presentadas durante la exposicién de socializacion.
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Figura 13. Diapositiva conocimientos

DIFERENCIA S SIMILITUDES

La expresion matemdtica que se  En ambos casos se usan
construye en el problema de la razones y proporciones. En
esfera, relaciona segmentos que me  ambos casos se solucionan
multiplican y da volumen. En ecuaciones.

Euclides se establecen relaciones solo

entre cosas iguales, areas,

volimenes, segmentos

La ecuacion se puede representar a  Se usan dreas que se

partir de una curva, para el interpretan como el producto
problema. En Euclides no hay entre segmentos

ecuacion, se trabajan con razones e

igualdades

En el problema el producto se Se usan letras que representan
representa por un segmento en objetos geométricos
Euclides siempre es un drea

Este grupo de estudiantes encontraron asuntos que creemos importantes en la po-
sibilidad de la construccién didactica del algebra; en la primera diferencia, los es-
tudiantes encuentran dos tipos de interpretaciones para la expresion matematica:
una relacionada con la igualdad de cosas que son iguales y otra relacionada con la
igualdad en términos de variacion; de igual manera, hacen referencia a la ruptura de
la homogeneidad presente en el texto de Euclides. La siguiente conversacién con el
profesor de la asignatura permite ratificar que los estudiantes logran identificar dos
usos diferentes para las igualdades:

Estudiante 1: [...] profe es que cuando hallamos la clbica, se tiene una expresién del
volumen a partir del area y la altura.

Profesor: Pero de igual manera es una igualdad, la pregunta es: ;el significado de la
igualdad que se usa entre razones es igual que la igualdad que plantean entre el vo-
lumen, el area y la altura?

Estudiante 1: No es diferente, uno puede calcular cualquier volumen a partir de la
expresion.

Estudiante 2: Para cualquier altura, uhhhh, la altura es independiente y el volumen
depende...

Estudiante 1: Es que aqui no necesito que areas me den dreas y esas cosas... multipli-
co un drea y segmento y me da volumen.

De igual manera, los estudiantes reconocen que la expresion representa una curva y
que esta es la representacion de la relacion entre las variables, eso les permite dife-
renciar epistemolégicamente la expresion algebraica y les permite pensar que, aun-
que las transformaciones y la resolucion de ecuaciones son un asunto del algebra,
también lo son las expresiones que hacen referencia a la relacién entre magnitudes.
La figura 14 muestra las conclusiones de este grupo presentadas en la socializacién.
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Figura 14. Diapositiva procedimientos

DIFERENCIA S SIMILITUDES

En Euclides en el libro Il se hacen Ninguna
un procedimiento con el que se

pueden expresar ecuaciones

cuadraticas, consiste en sumar o

restar dreas de un area mas grande

0 pequeia y luego establecer la

longitud de lado que permite hacer
igual la expresion.

En el problema de la esfera lo que
hicimos fue construir una relacién
entre la altura y el volumen, una
ecuacion, para resolverla nos toco
mirar las cénicas, una interseccion
entre la pardbola y una hiperbola,
luego encontrar el punto de
interseccion con el plano y mirar en
los tres puntos cual servia.

En la diapositiva que presentaron los estudiantes muestran que el procedimiento
que usaron para resolver el problema de la esfera difiere de lo visto en la reso-
lucion de ecuaciones por medio del material didactico relacionado con Euclides.
De igual manera, plantean en el procedimiento del problema de la esfera, el he-
cho de que el procedimiento los lleva a encontrar un punto de una curva porque
esta contiene la relacion entre la altura y el volumen. Respecto a los objetos mate-
maticos, los estudiantes presentaron la siguiente diapositiva (figura 15).

Figura 15. Diapositiva objetos matematicos

DIFERENCIA S SIMILITUDES

En el problema las ecuaciones estan  Se trabaja con proporciones,
asociadas a curvas que representan  figuras geométricas y dreas.
la relacion entre el volumen y [a

altura. En Euclides las ecuaciones Se usan segmentos

son igualdades y representan

relaciones entre dreas y segmentos.

En la esfera el producto del drea y
la altura da el volumen, en Euclides
no es posible hacer esto, porque no
se pueden operar dreas con lineas.

No se evidencia una relacién de lo que encontraron al respecto con la definicién;
al parecer, lo que vinculan al objeto matematico esta relacionado con el método que
permite desarrollar el problema geométrico.
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Tabla 11. ftem 1, grupo 4

Grupo 4

Conocimiento

Procedimiento

Objeto matematico

Es un conjunto de ideas que se
va adquiriendo a partir de la
experiencia por medio de dife-
rentes procesos.

Es una secuencia de activida-
des que van dirigidas hacia un
propésito, por medio de herra-
mientas que permiten desarro-

El objeto matematico hace re-
ferencia a postulados, axiomas
y definiciones que son acepta-
dos sin demostracion alguna.

[lar una determinada situacion.

A partir de estas definiciones, los estudiantes realizaron las siguientes afirmaciones,
las cuales se extrajeron del documento escrito que presenté el grupo (figura 16).

Figura 16. Conocimientos grupo 4

Diferencia entre conocimientos: Como habiamos comentado
anteriormente el libro gira alrededor de conocimientos como el de la
identidad (a + b)? = a? + 2ab + b?, la construccion de la media geométrica y la
igualdad de area entre rectangulos y cuadrados. Mientras que el
conocimiento base que nos permite llegar a la solucion del problema de la
esfera es que entre el area de la circunferencia y el volumen de la esfera

5 4
hay una razén de =7
Conocimiento del area: .72
e auE 4
Conocimiento de la esfera: i rd

Estableciendo como conocimiento de segunda dimensién el area de la
circunferencia y de tercera dimensién el volumen de la esfera, encontramos
que luego de la reflexion de ambos conocimientos, el conocimiento que nos
permite solucionar el problema de la esfera es:

4

37
Los estudiantes encontraron la diferencia entre tener una ecuacion que representa
una identidad y una que permite expresar una relacion entre el volumen vy el area.
Este aspecto permite que construyan las diferencias de significado de las expresiones
matematicas desde su uso. Respecto a los objetos matematicos, el grupo hace refe-
rencia a la diferencia en el area; el siguiente fragmento del trabajo permite eviden-
ciar este hecho (figura 17).
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Figura 17. Objetos matematicos. Grupo 4

‘Aunque, tanto en el problema de la esfera como en el libro 2 de Euclides
se hable de area, el area de los elementos es totalmente geométrica y se
refiere a rectangulos y cuadrados, por el contrario el objeto matematico
area en el desarrollo del problema de la esfera ademas de basarse
Gnicamente en la circunferencia, es visto desde lo algebraico, es decir como
una expresion que incluye tanto letras como numeros con relaciones
ocultas. Pero solo se toma el area de la circunferencia la cual Euclides no
trabaja en el libro 2.

En el caso de los procedimientos, los estudiantes afirman que no llegaron a un acuer-
do al respecto, pues reconocen que son diferentes, pero, para dos de ellos, el pro-
cedimiento que se puede deducir a partir de la solucién del problema de la esfera
no tiene los mismos elementos que para los otros; la diferencia se establece por el
uso de un proceso de instrumentacion o de programas que permitan ver las relacio-
nes, como en el caso de Geogebra:

Estudiante 1: El procedimiento en general serviria para solucionar cualquier proble-
ma.

Estudiante 2: Si, pero seria relacionar los datos y representarlos en Geogebra, ahi ya
se ven las soluciones.

Estudiante 1: No para qué el Geogebra, toca resolver la ecuacion y ya...

Estudiante 2: Pero si la ecuacién no tiene solucion o es de grado seis o siete, ;como
la soluciona?

Estudiante 1: Uhhhh, no sé, pero se debe poder.
Estudiante 2: Si ve, se necesita el Geogebra para saber si tiene solucién.

Tabla 12. ftem 1, grupo 5

Grupo 5
Conocimiento Procedimiento Objeto matematico
Construccion de saberes a par- | Ejecucion de algtn “requeri-| Un objeto matemdtico es un
tir de diferentes relaciones. miento” a partir de ciertos pa- | objeto abstracto estudiado en
S0S. matematicas. Algunos ejemplos

tipicos de objetos matemdticos
son los ndmeros, los conjun-
tos, las funciones y las figuras
geométricas.
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Figura 18. Tabla grupo 5

Euclides basa sus
demostraciones a

algoritmico en el que
se apela al
conocimiento de la

través de composicién y las

procedimientos con propiedades de las

objetos operaciones.

matematicos  que

cumplen axiomas y

propiedades

aceptadas  desde

un  principio  sin

necesidad de

demostracién.

En el desarrollo del

problema de la

esfera, se entablan

procedimientos

basados en teorias

y postulados

aceptados como

verdaderos.

Similitudes Diferencias
Pr cor pr j
matematicos matematicos
En el problema de |El resolver la|La utilizacion de | Euclides genera sus | En el abordaje del |En el libro Il de
la esfera y en el | situacién de dividir | objetos procedimientos en | problema de la | Euclides se
trabajo presente en | en una razén dada | matematicos figuras planas (2D). | esfera, es necesario | demuestran
los elementos de|una esfera, se |geométricos, la | Aunque las | un conocimiento de la | identidades
Euclides, hay una | requirié reflexionar | manipulacion  de | representaciones composiciéon de | algebraicas mediante
preocupacion  por | en el libro nimero | los mismos. utilizadas en el | figuras en el espacio | un objeto geométrico
reflexionar sobre la | dos de los abordaje del | (3D) que se abordan |y la respuesta se
naturaleza de los | elementos de | La manipulacién y | problema de la esfera | representandolas en | presenta con el
"objetos" Euclides que | nocién de objetos | son en 2D, estos nos | un plano | mismo objeto.
matematicos trabaja que se pueden | remiten a un contexto | (2D).Mientras que en | Mientras que en el
(geometria) y no | Transformaciones |abordar en un|3D. el libro Il de los | problema de la esfera
solo hay una | de areas y algebra | espacio de 2D y |[En el caso del|elementos de | los objetos
preocupacion por la | geométrica griega | 3D como es el | establecimiento del | Euclides se trabaja | matematicos se
medicion de los|de la Escuela |caso de la | volumen de la esfera, | con figuras y | transforman en otros
mismos. Pitagorica. Se | circunferencia y de | nos remitimos a lo | nociones de 2D, pero | objetos matematicos,
establecen las | las rectas que es | planteado por | no se hace necesario | por ejemplo se pasa

La esfera al ser |equivalencias lo que se basé la | Arquimedes, quien |y no muestra trabajo | de identidades
cortada con un | geométricas de | solucién de | para este | o nociones de 3D. algebraicas a
plano, dado que la | diferentes nuestro problema | descubrimiento, secciones conicas
esfera estd en el |identidades de la esfera. establece una | El lenguaje utilizado | que la interseccién

espacio y que un
plano corta al
espacio en dos.

Este postulado se
toma como
verdadero y se
aceptan sin
demostrar,

supuestamente por
su evidente certeza.

algebraicas y una
generalizacion del
Teorema de
Pitagoras.

demostracion en un
contexto real.
Euclides basa sus

demostraciones  en
un pensamiento
intuitivo.

La solucién de Ila
situacion de la esfera,
requiere un andlisis y
tratamiento

en la situacién de la
esfera.

entre dos de ellas es
la solucién de nuestro
problema de la
esfera.

Este grupo logra focalizar dos aspectos que nos parecen relevantes respecto al
conocimiento que se quiere desarrollar: el primero esta relacionado con la in-
terpretacion del problema desde el 2D y sus implicaciones al relacionar la inter-
pretacion con el 3D; para ello, recurren a los trabajos de Arquimedes, en esencia
encuentran la posibilidad de usar este tipo de heuristicas. El otro aspecto que con-
figuran es la interpretacion de las expresiones algebraicas como identidad y como
curvas, asunto que permite mostrar usos diferentes de las expresiones que relacio-
nan las magnitudes de un problema.
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Andlisis respecto al SCK

La intencién con esta pregunta es desarrollar actividades de descubrimiento y expli-
cacion, como lo presentamos en la figura 18. Respecto a estas intenciones, podemos
inferir los siguientes asuntos.

Para la actividad de descubrimiento

e Durante el desarrollo de la experiencia, un buen porcentaje de estudiantes lo-
graron identificar diferencias respecto al significado de las expresiones mate-
maticas que se trabajan alrededor del libro dos de Elementos de Euclides y las
expresiones que usaron para solucionar el problema de la esfera en el curso de
Problemas del Algebra Geométrica. En especial, identificaron que el procedi-
miento, en el caso del problema, implica el rompimiento de la homogeneidad
euclideana, esta expresion matemdtica relaciona magnitudes.

Este aspecto les permite inferir que en el caso de las interpretaciones de pen-
samiento algebraico en Euclides, estudiado en el curso, la expresion algebraica
es una identidad, pero para el caso del problema, se obtiene una expresion que
se puede representar por medio de una curva.

Para nosotros, el reconocimiento epistemoldgico por parte de los estudian-
tes de estos dos aspectos permite que ellos identifiquen dos momentos diferentes
del estudio del algebra; cuestion que contradice la idea de algebra como un
ctimulo de reglas que permiten trabajar con identidades. Aunque los estudiantes
durante su etapa escolar, tanto en la Universidad como en los afios anteriores,
trabajaron con este tipo de expresiones, no han reflexionado sobre las implica-
ciones de esas diferencias; creemos que estas distinciones permiten iniciar un
proceso de reflexion sobre la ensefianza del algebra.

Para la actividad de explicacién

En relacion con este tipo de actividad de la practica matematica, debemos recono-
cer que solamente un grupo de estudiantes, identificé la relaciéon que creemos mas
importante en el trabajo de Descartes, curva — ecuacion y que por supuesto permite
el desarrollo no solamente del dlgebra y la geometria analitica, sino de una nueva
matemdtica, en donde son la relaciones entre la representacién de curvas a partir
de un instrumento con la representacion simbdlica, la nueva forma de resolucién de
problemas geométricos.

Segundo ftem

Para presentar las respuestas de los estudiantes al segundo item del instrumento y
realizar los comentarios de estas elaboraciones que hacen referencia al pensamiento
algebraico involucrado en la solucién del problema, vamos a hacer uso de una tabla

107



108

El conocimiento didactico del profesor de matematicas

en donde se encuentran apartes de las conversaciones o presentaciones o del docu-
mento escrito presentado por los estudiantes.

Tabla 13. Respuestas segundo item

Grupo

Fragmentos de respuesta

Comentarios

“[...] la similitud es que desarrollan pensamien-
to algebraico, aunque es diferente, en Euclides
se generalizan procedimientos para resolver
ecuaciones cuadrdticas en la esfera hay un pro-
cedimiento para resolver problemas a partir de
graficas cartesianas y ecuaciones [...]".

“En ambos casos hay un proceso de generali-
zacion de tal forma que se puede construir una
imagen de la representacién algebraica antes de
iniciar la representacion simbélica”.

Este grupo de estudiantes, que se
basaron en la idea de pensamiento
algebraico a partir de la generali-
zacion, abordan esta caracteristi-
ca como la base de comparacién;
asumen una comparacién de pro-
cedimientos como pensamiento al-
gebraico. De igual manera, recono-
cen que el pensamiento algebraico
requiere un juego de representa-
ciones entre una mediacién iconi-
ca o grafica y la construccion de la
expresion simbdlica que permite
resolver el problema geométrico.

“Nosotros vemos que en el caso del problema
de la esfera se llevé a cabo un razonamiento
mas algebraico que conlleva uno geométrico
(construccion de la pardbola y la hipérbola. En
el libro Il se trata el dlgebra geométrica, el cual
parte de un proceso meramente geométrico que
conlleva uno algebraico [...]".

“Observamos dos formas de razonar diferentes:
una para las equivalencias de ecuaciones cua-
draticas y otra para la resolucién de problemas
con curvas [...]".

Se observa que estos estudiantes
encuentran en los métodos dos for-
mas de razonar diferentes; al pare-
cer, el proceso de construccién de
la ecuacion que presenta el proble-
ma de la esfera les parece mas al-
gebraico y menos geométrico; esto
puede ser porque en este proceso
se nombran y relacionan los aspec-
tos conocidos y desconocidos. Sin
embargo, los estudiantes recono-
cen pensamiento algebraico en los
dos casos y lo diferencian por el
tipo de significado que le dan a la
expresion: para uno, equivalencias
y para el otro, curvas.

“[...] es muy diferente en las proposiciones de
Euclides del libro Il se evidencia una igualdad,
algebra. En el procedimiento del problema de la
esfera se relacionan muchas cosas, va mas allg,
de pronto calculo, porque hay variables [...]".

En este persistio la idea de que el
algebra consiste en la resolucion
de equivalencias; de hecho, no
identifican el proceso llevado para
la solucion del problema de la esfe-
ra como conocimiento algebraico,
pues para este grupo, esa denomi-
nacion es posible si existe la equi-
valencia de los lados de la igualdad
al estilo euclideano.
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“No hallamos similitudes entre el uno y el otro,
en Euclides hay conservacion del drea, el pen-
samiento algebraico es como el del problema
de la esfera, hay que resolver una ecuacién para
llegar a la solucién [...]".

En este caso, los estudiantes mani-
fiestan una posicién que no se es-
peraba dado el trabajo que se reali-
z6 respecto a las proposiciones del
libro dos y el material propuesto
por Dienes (1970). Sin embargo,
los estudiantes relacionan el pen-
samiento algebraico con la resolu-
cién de ecuaciones, no como equi-
valencias, sino para la resolucion
de un problema.

Para resolver Ia situacion de Ia esfera, nos situamos en 3 momentos claves:

1) Contextualizacion de la situacion: se establecié una representacion grafica
de la situacion para tener una percepcion visual de los factores que
intervienen en el problema, para ello, fue necesario hacer conciencia sobre
la utilizacion de la geometria en el algebra para obtener una introduccion al
dlgebra a través de la geometria y a la vez una altemativa didactica que
logre en un primer momento fortalecer el paso del a un lenguaje algebraico.

2) Descripcion algebraica de la situacion: Se establecen las equivalencias
geométricas de  di ident algebraicas p en la
situacion

3) Generalizacion de Ia situacion en un contexto algoritmico: se establecen las
ecuaciones y procedimientos para solucionar la situacion sin remitirse a una
representacion grafica.

En el libro II de los elementos de Euclides:

Se ve un pensamiento geométrico algebraico o algebra geométrica’ al demostrar
de una manera generalizada una igualdad entre diferentes descomposiciones
entre cuadrados (o productos notables).

En el libro Il de Euclides se trabaja | i
algebra geométrica desde un | i¢
pensamiento netamente geomeétrico, | ¢
mientras que en el desarrollo del
problema de la esfera se {rabajan
algoritmos (representaciones de
nameros), se trabajan ecuaciones y
generalizaciones numéricas, se rabaja
un tipo de algebra simbolica.

El uso de la lefra se ve evidenciado en
el desarrollo del problema de la esfera
al hallar una incognita para saber por
donde ftrazar la perpendicular al
diametro.

Este grupo intenta una descripcion
del método llevado a cabo para la
solucion del problema de la esfera,
en esta [lama la atencion la impor-
tancia que le dan al establecimien-
to de equivalencias entre aspectos
geométricos que pueden ser des-
critas a partir del algebra. De igual
manera, establecen un mayor valor
epistemoldgico a la representacion
simbélica que a la grafica.

En los fragmentos se puede obser-
var que parte de la respuesta estd
direccionada por el papel que le
otorgan a la simbolizacién, com-
prendiendo que el tratamiento de
esta representacion permite la so-
lucion del problema.

Andlisis respecto al SCK

La posibilidad de que el futuro profesor de mateméticas identifique diferencias en-
tre los dos modelos, el euclideano y el que deducimos de la obra de Descartes,
permite que los estudiantes se cuestionen sobre el algebra que se pone en juego en
la escuela. De hecho, el grupo tres no reconoce el proceso de establecer una ex-
presion simbdlica en donde se relacionen datos conocidos y desconocidos en una
expresion matematica, como parte del razonamiento matematico; estos estudiantes
permanecen arraigados a la idea de algebra en términos de procedimientos con
letras que permiten transformar una expresion matematica en otra. Los estudiantes,
en su mayoria, lograron construir un discurso sobre las diferencias de este tipo de
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pensamiento y asumieron posiciones respecto al algebra, lo que les permite visuali-
zar otro tipo de uso para este pensamiento.

Tercer item

A continuacion se presentan los aspectos relacionados con la respuesta al item tres:

Tabla 14. Respuestas tercer item

m0

En el
ver mir;zsag:‘lg_;iel pr?blema d.e las esfera podemos analizar después de
Euciides Obvlerenuas y similitudes abordas anteriormente que -3
feenerrn is misjr:? gr::te;abco Y SUs representaciones siempre (\‘/an e:
" meétrica; en Arquimed: i 4
difer 8 les el objeto matemati

entes fr:ansformaclones respecto a sy representacié g0 e
representacién algebraica y geométrica. SStypess de

Representacién Algebraica
V (Casquete menor) =;" h% (3r—h)

V (Casauete menor) = T (e (5 ‘/Z-) -
o
&)

Y (Cosauete menon) - % (1) (3 -
@)

V (Casquete menor) = = (3 (‘/Z)—
. B

V3

(T))

Grupo Fragmentos de respuesta Analisis
1 T _ En el analisis de representaciones,
sde este punto de vista, se pretende entonces decir que la matematicas tiene diversas H H H
represen'taclonesquesurgenalcabod:diferentes situaciones, esto es lo que permiten la IOS EStUd]anteS revisaron ]Iteratura
muqelacréndelamismadesde diferentes dmbitos y contextos. d t I t I f
f:::’e’; Ptlan‘Chmd(ZODS) la modelacién es una alternativa para integrar distintas COrreSpOn lente al tema con e n
ef\ aciones de situaciones en las que se busca mejorar I fianza, “I i cid
e relacond con sistemas e representacones integra smbolos,signo, e, e de sentar una posicion al respecto.
e, o & cmercos 14 )  lo que en términos més sendlos sesin Gravia, | EStE grupO localiza el problema de
) b e definiria como una i1 i . .
(r;;:]elmé.tlc:deciennsaspednsdeunfenémeno.Sinr:r::::::‘::llc::v’;ﬁl:lr;i‘::f;:vl:l |aS representaCI()nes a partlr de Ia
, Citado por Rojas, 2012, p. 2) tiend tohedE .. Lo o
ccnsideradnyanalizadassinhacerrseel:r:r:ii::lgil:e’:\sa’:z::::gﬁ:llZ:::f]:;":rsol:f:id:a’tse’ m0d6|aCIon y deSde a“' Identlflca
modelos con los cuales representar.
En el a'.mbim de la modelacion, vemos que distintas formas de ver una situacion,- no La respuesta de este grupo seacerca
nec ica-, " " ¥ z b 2 .
9"3E(ZT:;::nq‘:::::elerm;:ayrrr\‘::tte: Z;‘:ﬂ:;:;tr:;multh:sc:mmdaslhajola aaladentramosa | MAs al analisis del metodo; sin em-
A is planteadas, de I il
Irlnodelosgeamemzos,ymudelus que dan esarelaciénalgehrogenméatiigaee:liu;ﬁzlzrqlzz:z bargo’ es relevante que encuentren
legar a garanti d i . 4 . .
B oo o i e PO fekiador] conexiones entre las representacio-
nes que usan.

2 “[...] nosotros estamos de acuerdo con la fra- | Este grupo manifiesta la diferencia
se que propuso el profesor, hay que trabajar | entre el objeto y sus representacio-
con varias representaciones, queda claro que | nes, este hecho revela un entendi-
las representaciones no son los objetos y que | miento de la naturaleza del pro-
para resolver la situacién necesitamos varias | blema que se complementa con la
de ellas, la que mejor nos sirva [...] por ejem- | importancia que encuentran en la
plo, la construccion en Geogebra para hallar | representacion gréfica y el hecho de
las raices de la ecuacién cdbica que algebrai- | entender que alli pueden ver las rai-
camente no pudimos resolver”. ces de una ecuacion desconocida.

I e . Se ilustran dos tipos de representa-

ciones: la geométrica y la algebrai-
ca; en este sentido, encuentran la
necesidad de establecer una rela-
cion entre ellas, que podria ser gra-
fica cartesiana y dtil para encontrar
la raiz de la ecuacién. Este grupo
de estudiantes encuentran la triada
objeto de estudio en Descartes: pro-
blema geométrico, grafico, repre-
sentacion simbdlica.
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gamos a una ecuacioén cubica, la cual se po-
dia expresar como una hipérbola, la cual, al
graficar su interseccion, nos daria el punto por
donde debia cortar el plano la esfera, esto de
la siguiente manera:

Ecuacién utilizada:

br—am\ _ —4bnr®
g e

horm + arm) - 2 (T ) = =5

Donde la primera parte representa la

parabola y la segunda parte la hipérbola

Sobre la ofirmacion “La solucion del problema de la esfera, implica el trabajo con diferentes

de los objetos g que para nosotros esta afirmacion es
verdadera déndole veracidad con ayuda de los lineamientos curriculares de matematicas, los
cuales dicen que “dnicamente tienen existencia real aquellos objetos matemiticos que pueden ser
construidos por procedimientos”. A partir de ésto, decimos que nuestro recurso esencial para
solucionar el problema de la esfera fueron las construcciones geométricas, y que para llegar a ésta
debimos utilizar un proceso (algoritmo o procedimiento) lo que nos lleva a decir que es un objeto
matematico a partir de los procesamientos realizados y por ende una representacion de estos
objetos desde lo geométrico.

4 * Laecuacién cubica ala cual llegamos con el desarrollo del problema de la La COnCIUSlOn de estos eStUdlanteS
esfera la podemos representar con una parabola y una hipérbola, la hace referencia a [a posxblhdad de
interseccién entre estas nos dan las soluciones de la ecuacién cubica . .
inicial, esto nos da soporte para decir que el objeto matematico de la trabaJO respeCtO a dlferentes repre-
ecuacion, la podemos representar en diferentes tipos de ecuacién lo que . . .
implica diferentes representaciones de este objeto matematico. sentaciones de ObJetOS dlferentes

« Al tratar de abordar el problema de la esfera nos encontramos con varios qUe se encadenan para |Ograr reSOI-
objetos matematicos como razon, figuras geométricas, ecuacion , formulas .
matematicas y algunos hallazgos en la historia de las matematicas ver el problema, De |gua| manel’a/
(Arquimedes con la relacion de la esfera y el cilindro), entre otras, esto nos . .
da pie para decir que trabajamos con diferentes tipos de objetos V|nCUIan |as representaC|One5 con
matematicos, sino tuviéramos en cuenta estas cosas, no podriamos H S
resolver el problema de la esfera, es decir deben haber objetos lOS ObJetQS matemathOS, aSpeCtO
matematicos o por lo menos la repre_semadén de ellos o el estudio de ellos que Cons|deramos favorab|e en ]a
para el desarrollo del problema mencionado. . .

« Podriamos terminar diciendo que es necesario trabajar con objetos construcciéon de aspectos relaciona-

ati y con sus dif para la solucion del o F [
problema de la esfera, aunque no necesariamente con las DIFERENTES dOS con 61 conocimiento dldaCthO
REPRESENTACIONES DE LOS OBJETOS MATEMATICOS, es decr | de| contenido.
podemos trabajar con una o unas cuantas representaciones de los objetos
matematicos, por ejemplo la solucion de la ecuacion cubica se puede
representar por medio de parabola e hipérbola, que fue lo que se hizo en
nuestro trabajo, pero también se podia resolver por medio de otras
representaciones como derivada, es decir resolver la ecuacion cubica
derivando.
5 “Al realizar el procedimiento algebraico, lle- | Este grupo de estudiantes trabajan

en relacién con la resolucién del
problema a partir de la cibica y su
relacion con las conicas; respecto a
las representaciones que se ponen
en juego desde lo geométrico y lo
algebraico; la consideracién que
realizan incluye una relacién entre
objeto matemdtico y representacio-
nes. Vale la pena resaltar la fuente
de informacién que usan los estu-
diantes, los lineamientos curricula-
res para el drea de matemadticas; este
hecho permite ver la importancia de
estas reflexiones en el entendimien-
to de un documento bdsico para el
profesor de matemdticas como el
citado.

Andlisis respecto al SCK

La tercera pregunta del instrumento llevé a los estudiantes a la reflexién que creemos
ha sido mds fuerte: el asunto de las representaciones en matemdticas y sus posibili-
dades en la resolucion de un problema matemdtico. La gran mayoria de ellos logra-
ron encontrar una relacién que no estaba considerada al pensar el instrumento, la
dupla objeto-representaciones; sin embargo, este hecho se convierte en significativo,
pues los estudiantes reconocen que los objetos matematicos tienen varias represen-
taciones y, por lo tanto, el objeto no es una de ellas, asunto que creemos tendran en
cuenta al formular propuestas de innovacion y aula.

Es visible que reconocen relaciones entre diferentes tipos de representacio-
nes, sobre todo la algebraica-geométrica, asunto que puede ir definiendo aspectos
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relacionados con la didactica de la matemdtica. En general, los estudiantes lograron
encontrar las relaciones que nos proponiamos, reflexién que permite iniciar el
camino de la didactica del algebra en relacién con el andlisis de curvas y los proce-
dimientos para resolver problemas geométricos.
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CariTuLO 6. EPiLOGO

Para el desarrollo de esta seccion, vamos a considerar dos apartados: uno respecto
a la relacién de la historia de las matematicas en la formacién de profesores y otro
sobre aspectos que creemos quedan abiertos para futuros trabajos.

La historia de la matematica en la formacion de profesores

Las consideraciones que se realizaron en este trabajo nos permiten indicar que la
interpretacion de la historia a partir de la idea de practicas matematicas facilita un
abordaje que sobrepasa las miradas de una historia epistemoldgica para la forma-
cién de profesores. Abre un espacio de investigacion propio de los formadores de
futuros profesores de matematicas; en este sentido, la obra de Descartes propone
aspectos relacionados con la formacién de un pensamiento matematico moderno
que son fuertemente utilizables en la conformacién de reflexiones didacticas y que
se podrian movilizar al pensamiento didactico del contenido matematico de los
futuros profesores.

En la literatura, filosofia, historia y epistemologia de la matematica existen traba-
jos que serian importantes en términos de hacer la interpretacion de los momentos
y acontecimientos historicos en relacion con la formacién del profesor de mate-
maticas; en este caso, la obra de Bos (2001) es un documento que marca la linea
historica de la obra de Descartes; sin embargo, es necesario que los formadores se
acerquen a las obras a partir de procesos sistematizados; en esto, creemos que la
técnica de andlisis de contenido cualitativa tiene varias bondades: permite estudiar
el texto a partir de categorias, encontrar asuntos que se encuentran ocultos en la obra
y establecer conexiones globales y puntuales de documentos histéricos.
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En cuanto a la experiencia con los estudiantes, debemos indicar que ellos usan
muchos aspectos de la matematica, como, por ejemplo, representaciones simbdlicas
y gréficas de situaciones, sin reflexionar sobre los significados epistemolégicos y
ontolégicos de los objetos matemdticos que estan en juego en la solucion de un pro-
blema. Creemos que parte de las reflexiones que debe hacer el estudiante estan re-
lacionadas con la posibilidad de revisar el porqué y para qué usan las matematicas;
preguntas sobre su propia formacién y el papel de los objetos que involucran en sus
soluciones parecen desarrollar reflexiones propias de la didactica y, suponemos,
podrian movilizar su practica como profesores.

Los aspectos que lograron configurarse para esta experiencia muestran que esta
mirada de la historia permite vislumbrar asuntos que aunque se usan y son comunes
a los profesores de matemdticas y a otros usuarios de conocimiento matematico, en
general, no son estipulados en los curriculos de formacién de profesores, tal es el
caso de la nocién de curva y el procedimiento de solucién de problemas.

Vemos que la interpretacién de la historia desde las practicas permite develar
estos asuntos, que pueden estar relacionados con aspectos de las visiones cogni-
tivas de la Educacién Matemdtica. Algunos otros aspectos, creemos, pueden ser
abordados desde visiones socioculturales, pues la idea de practicas pone en juego
relaciones sobre lo que se espera de las matematicas socialmente y la no neutralidad
que se evidencia en la historia respecto al conocimiento matematico, su validez,
rigor, necesidades y conflictos.

En el caso de la instrumentalizacion, a partir de la experiencia es visible que pro-
gramas como Geogebra se convierten en herramientas que tienen el mismo objeto
que los compases en la Antigiiedad, con la diferencia de que el programa permi-
te que no sean solo disefios 0 aspectos abstractos, sino que es posible construir las
curvas a partir de las creaciones mécanicas; este aspecto, que tendria que ser abor-
dado en otra investigacion, lleva a pensar en la necesidad de algin tipo de instru-
mentalizacién en la resolucion de problemas geométricos. De igual manera, el uso
de estos sistemas de informacion permite que los estudiantes realicen conjenturas
sobre los problemas y reflexionen sobre el trabajo con representaciones.

Algunos aspectos a trabajar

En este trabajo surgen mas cuestionamientos que conclusiones, hoy que se pone en
tela de juicio, en los documentos internacionales de la Organizacién de las Nacio-
nes Unidas para la Educacion, la Ciencia y la Cultura (Unesco) y la Organizacién
para la Cooperacién y el Desarrollo Econémico (OCDE), la formacion de profesores
y, en esencia, la capacidad que tienen de desarrollar nuevas propuestas de innova-
cién en educacion.

Los educadores de las futuras generaciones de profesores tenemos la obligacién
de pensar en nuevas formas de desarrollar los curriculos; en esencia, la dificul-
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tad radica en el desarrollo del conocimiento didactico del contenido, pues, tal
como se define en este documento, es una combinacion de la disciplina, en nues-
tro caso las matematicas, con la didactica especifica. Este aspecto estd abierto vy,
como se dijo en la introduccién, este es un intento de uso de la historia, una sola
arista desde donde se puede asumir el problema de esta manera; quedan por hacer
diferentes intervenciones de aula, que permitan identificar aspectos importantes en
la formacién del profesor de matematicas.

La vision del desarrollo de las practicas matematicas que permitieron la consti-
tucion de un objeto o teoria matematica, como se mostré durante el documento, es
un asunto que esta siendo estudiado por fil6sofos e historiadores de las matematicas.
Se necesita una comunidad en Educacion Matemdtica que tome estos estudios e
interprete y estudie la importancia de tomar una filosofia naturalista de las matema-
ticas para la formacién de profesores de matematicas, que encuentre sus ventajas,
desventajas y, sobre todo, las posibilidades de trabajo real con los estudiantes.

Finalmente, nos queda la tarea de revisar los componentes definidos para el
conocimiento didactico del contenido, en especial los que hacen referencia al co-
nocimiento matematico especializado, e intentar configurar los asuntos que desde
la historia de la matematica se posibilitan para su desarrollo. Este hecho permitiria
el desarrollo de documentos histéricos construidos para el uso exclusivo del profesor
de matematicas, hay que levantar una historia de las matematicas para los profeso-
res de matemdticas, que permita pasar del relato histérico al estudio de aconteci-
mientos y practicas de constitucion de objetos matematicos.

M5






REFERENCIAS

Arboleda, L. C. (2011). Los estudios histéricos en educacién matematica desde la
perspectiva de la practica docente. X/l Conferencia Interamericana de Educa-
cion Matematica. Brasil 26 al 30 de junio. Memorias del evento. Recuperado de
http://lematec.net/CDS/XIIICIAEM/artigos/MP1-arboleda.pdf

Arboleda Aparicio, L. C. (2012). La formacién de educadores en ciencias en el con-
texto de la investigacién en el aula. En A. Zambrano y C. Uribe (Eds.), Los es-
tudios historicos en educacion matematica desde la perspectiva de la practica
docente (pp. 1-5). Santiago de Cali: Editorial Asociacion Colombiana para la
Investigacion en Educacién en Ciencias y Tecnologia.

Artmann, B. (1999). Euclid-the creation of mathematics. New York: Springer.

Azzouni, J. (2007). How and why mathematics is unique as a social practice. En
B. V. Kerkhove y J. P. Bendegem (Eds.), Perspectives on mathematics practice.
Bringing together philosophy of mathematics, sociology of mathematics, and
mathematics education (pp. 3-24). New York: Springer.

Ball, D. L., Thames, M. H. y Phelps, G. (2008). Content knowledge for teaching:
What makes it special? Journal of Teacher Education, 389-409.

Bashmakova, I. y Smirnova , G. (2000). The beginnings and evolution of algebra.
United States of America : The Mathematical Association of America.

Blomeke, S., Feng, J. H., Kaiser, G. y Schmidt, W. (2014). International perspectives
on teacher knowledge, beliefs and opportunities to learn. New York: Springer.

Bolivar, A. (2005). Conocimiento didéctico de contenido y didacticas especificas. Re-
cuperado el 20 de febrero de http://www.ugr.es/local/recfpro/Rev92 ART6.pdf



8

El conocimiento didactico del profesor de matematicas

Bos, H. (s. f.). La structure de La Géométrie de Descartes. Recuperado el 1 de enero
de 2013 de http://www.persee.fr/web/revues/home/prescript/article/rhs_0151-
4105_1998_num_51_2_1324

Bos, H. (1981). On the representation of curves in Descartes’ géométrie. Archive for
History of Exact Sciences, 24(4), 295-338.

Bos, H. (1988). La structure de La Géométrie de Descartes. Revue D’histoire des
Sciences, 291-318.

Bos, H. (2001). Redefining geometrical exactness : Descartes transformation of the
early modern concept of construction. New York: Springer.

Butto, C. Rojano, T. Introduccién temprana al pensamiento algebraico: abordaje ba-
sado en la geometria. Educacion Matematica [en linea] 2004, 16 (abril) : [Fecha
de consulta: 15 de mayo de 2013] Disponible en:<http://www.redalyc.org/arti-
culo.0a?id=40516105> ISSN 1665-5826

Cdceres, P. (2003). Analisis cualitativo de contenido: una alternativa metodolégica
alcanzable. Psicoperspectivas, 53-82.

Clemens, M., Bishop, A., Keitel, C., Kilpatrick, J. y Leung, F. (Eds.). (2013). Third in-
ternational handbook education mathematics. New York: Springer.

Dennis, D. (1997). René Descartes’ curve-drawing devices: Experiments in the rela-
tions between mechanical. Mathematics Magazine, 70(3), 163-174.

Descartes, R. (1996). Discurso del método. La diéptrica. Los meteoros. La geometria
(J. M. Sanchez Ron, Ed., y G. Quintas, Trans.). Barcelona: Circulo de Lectores.

Dienes, Z. P. (1970). La construccion de las matematicas. Madrid: Vicens-Vives.

Fauvel, J. y Maanen, J. V. (2002). History in mathematics education. The ICME study.
New York: Kluwer Academic Publishers.

Filloy, E., Puig, L. y Rojano, T. (2008). Educational algebra. A theoretical and empiri-
cal approach. New York: Springer.

Foucault, M. (1996). La verdad y las formas juridicas. Barcelona: Gedisa.

Gess-Newsome, J. (2002). Pedagogical content knowledge: An introduction and
orientation. En J. Gess-Newsome y N. Lederman, Examining pedagogical con-
tent knowledge: The construct and its implications for science education (pp.
3-20). New York: Kluwer Academic Publishers.

Giaquinto, M. (2005). Mathematical activity. En P. Mancosu, K. F. Jorgensen y S. A.
Perdersen, Visualization, explanation and reasoning explanationand reasoning
Styles (pp. 75-87). Paises Bajos: Springer.

Glas, E. (2007). Mathematics as objective knowledge and as human practice. En B.
Kerkhove y J. Bendegem (Eds.), Perspectives on mathematical practices (pp. 25-
42). New York: Springer.



Referencias

Godino J. (2002). Un enfoque ontolégico y semidtico de la cognicién matematica.
Recherches en Didactiques des Mathematiques, 22(2/3), 237-284.

Gonzélez Urbaneja, P. M. (2004). La Geometria de Descartes. Recuperado el 17 de
mayo de 2010 de www.xtec.es/sgfp/Ilicencies/200304/.../geometriadescartes.pdf

Grattan Guinness, 1. (1996). Numbers, magnitudes, ratios, and proportions in Euclid’s
elements: How did he handle them? Historia Mathematica, 355-375.

Guacaneme Sudrez, E. A. (2011). La historia de la matematica en la formacién de un
profesor: razones e intenciones (pp. 1-11). X/l Conferencia Interamericana de
Educacion Matematica. Recife: Comité Interamericano de Educacion Matematica.

Guacaneme, E. (2010). Il Congreso Nacional de Investigacién en Educacién en Cien-
cias y Tecnologia. s Qué tipo de historia de las matematicas debe ser apropiada
por un profesor? (pp. 1-11). Bogota: s. e.

Heath, T. (1896). Apollonius of Perga. Treatise on conic sections. Cambridge: s. e.
Heath, T. (1897). The works of archimedes. London: Cambridge University.

Jablonka, E. Wagner, D. y Walshaw, M. (2013) Theories for Studying Social, Politi-
cal and Cultural Dimensions of Mathematics Education. En M. Clements, A.
Bishop, C. Keitel, J. Kilpatrick y F. Leung (Eds.), Third International Handbook
of Mathematics Education (pp. 41-68). New York: Springer.

Leung, F. (2013). Technology in the Mathematics Curriculum. En M. Clements, A.
Bishop, C. Keitel, J. Kilpatrick y F. Leung (Eds.), Third International Handbook
of Mathematics Education (pp. 517-524). New York: Springer.

Malisani, E. D. (2003). Los obstdculos epistemoldgicos en el desarrollo del pensa-
miento algebraico. Recuperado el 20 de enero de 2013 de http:/math.unipa.
it/~grim/AlgebraMalisaniSp.pdf

Mehrtens, H., Bos, H. y Schneider, 1. (1981). Social history of nineteenth century
mathematics. Boston: Springer.

Molland, A. (1976). Shifting the foundations: Descartes’s transformation of ancient
geometry. Historia de Mathematica, 3(1), 21-49.

Navarro, P. y Diaz, C. (1994). Analisis de contenido. En J. M. Delgado y J. Gutiérrez,
Métodos y técnicas cualitativas de investigacion en ciencias sociales (pp. 177-
221). Madrid: Sisntesis Psicologia.

Paty, M. (1997). Memorias del Seminario en Conmemoracién de los 400 Afos del
Nacimiento de René Descartes. Mathesis Universalis e Inteligibilidad en Des-
cartes) (pp. 135-170). Bogota: Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fi-
sicas y Naturales.

Peressini , A. y Peressini, D. (2007). Philosophy of mathematics and mathematics
education. En B. Kerkhove y J. Bendegem (Eds.), Perspective on mathematics

9



120

El conocimiento didactico del profesor de matematicas

practices. Bringing together philosophy of mathematics, sociology of mathema-
tics, and mathematics education (pp. 175-190). New York: Springer.

Sanchez, M. (2011). A review of research trends in mathematics teacher education.
PNA, 5(4), 129-145.

Schubring, G. (2002). History of mathematics for trainee teachers. En J. Fauvel y
J. Maanen (Eds.), History in mathematics education (pp. 91-142). New York:
Kluwer Academic Publishers.

Sessa, C. (2005). Iniciacién al estudio didactico del algebra. Argentina: Libros del
Zoezal.

Shapin, S. y Schaffer, S. (1985). Leviathan and the Air- Pump. Hobbes, Boyle, and
the experimental life. Princeton: Princeton University Press.

Shulman, L. (2005). Conocimiento y ensefanza: fundamentos de la nueva reforma.
Revista de Curriculum y Formacion del Profesorado, 2(9), 24-39.

Tabak, J. (2004). Algebra: Sets, symbols, and the language of thought. New York:
Facts on File.

Torres, L. A. y Guacaneme, E. (2012). La Historia de la matematica en algunos pro-
gramas colombianos. Reporte de Investigacion, Universidad del Valle, Cali.

Trouche, L. Drijvers, P. Gueudet, G. y Sacristan, A. (2013). Technology-driven deve-
lopments and policy implications for mathematics education. En: M. Clements,
M., A. Bishop, C. Keitel, J. Kilpatrick y F. Leung (Eds.), Third International Hand-
book of Mathematics Education (pp. 753-790). New York: Springer.

Universidad Distrital Francisco José de Caldas. (2000). Documento de acreditacion
previa. Licenciatura en Educacién Bésica con Enfasis en Matemadticas. Bogota,
documento inédito.

Van der Waerden, B. (1985). A history of algebra from al-khwérizml to emmy noether.
New York: Springer.

Zaslavsky, O. y Sullivan, P. (2011). Constructing knowledge for teaching secondary
mathematics. Tasks to enhance prospective and practicing teacher learning.
New York: Springer.



AUTORES

Jhon Helver Bello Chavez

Licenciado en Matematicas de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas. Ma-
gister en Docencia de la Matemdticas de la Universidad Pedagogica Nacional. Estu-
diante del Doctorado Interinstitucional en Educacion, sede Universidad del Valle. Sus
preocupaciones investigativas estan relacionadas con las posibilidades de conexion
entre la historia de las matemdticas y la formacion de profesores de matematicas.

Alberto Forero Poveda

Licenciado en Educacion Basica con énfasis en Matemadticas de la Universidad Dis-
trital Francisco José de Caldas, Magister en Matematicas de la Universidad Nacional
de Colombia. Sus trabajos de investigacién giran en torno a dos campos de forma-
cién, Matematicas, en Sistemas Dinamicos y Educacién Matemadtica, en la relacién
Historia de la Matematica - Educaciéon Matematica. Desempefa su labor docente
en el desarrollo de pensamiento matematico en futuros profesores de matematicas.









Este libro se
termino de imprimir
en marzo del 2016
en la Editorial UD
Bogotd, Colombia





